
0.1.計算公式

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.1.1 (cosh, sinhの掛け算) : 

 ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ

cosh(𝑎) sinh(𝑏) = 1
2
(sinh(𝑎 + 𝑏) − sinh(𝑎 − 𝑏))

cosh(𝑎) cosh(𝑏) = 1
2
(cosh(𝑎 + 𝑏) + cosh(𝑎 − 𝑏))

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

cosh(𝑎) sinh(𝑏) = exp(𝑎) + exp(−𝑎)
2

exp(𝑏) − exp(−𝑏)
2

= 1
4
((exp(𝑎) exp(𝑏) − exp(−𝑎) exp(−𝑏)) − (exp(𝑎) exp(−𝑏) − exp(−𝑎) exp(𝑏)))

= 1
2
(exp(𝑎 + 𝑏) − exp(−(𝑎 + 𝑏))

2
− exp(𝑎 − 𝑏) − exp(−(𝑎 − 𝑏))

2
)

= 1
2
(sinh(𝑎 + 𝑏) − sinh(𝑎 − 𝑏))

cosh(𝑎) cosh(𝑏) = exp(𝑎) + exp(−𝑎)
2

exp(𝑏) + exp(−𝑏)
2

= 1
4
((exp(𝑎) exp(𝑏) + exp(−𝑎) exp(−𝑏)) + (exp(𝑎) exp(−𝑏) + exp(−𝑎) exp(𝑏)))

= 1
2
(exp(𝑎 + 𝑏) + exp(−(𝑎 + 𝑏))

2
+ exp(𝑎 − 𝑏) + exp(−(𝑎 − 𝑏))

2
)

= 1
2
(cosh(𝑎 + 𝑏) + cosh(𝑎 − 𝑏))

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.2 (√) : 
√

⋅ℝ≥0 : ℝ≥0 → ℝ≥0 を、

𝑥 ∈ ℝ≥0 について、

𝑦 ∈ ℝ≥0 で、

𝑦 ≥ 0 ∧ 𝑦2 = 𝑥

を満たすものがただ一つ存在する (証明略)

この𝑦を用いて
√

𝑥ℝ≥0 ≔ 𝑦

として定める。

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.1.3 (負数 → √  ) : 
 𝑥 ∈ ℝ<0について、

𝑥 = −√(−𝑥)2ℝ≥0

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑥 < 0

−
√

𝑎ℝ≥0 = 𝑥 になるような 𝑎
√

𝑎ℝ≥0 = −𝑥
(自乗して𝑎になる実数のうち 𝑎 > 0 のもの) = −𝑥

(自乗して𝑎になる実数のうち 𝑎 > 0 のもの)2 = (−𝑥)2

𝑎 = (−𝑥)2

𝑥 = −√(−𝑥)2ℝ≥0

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.1.4 (行列の分解) : 

 𝐴 ∈ Mat(𝑛, ℂ), 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ𝑛

(𝐴𝑎 𝐴𝑏) = 𝐴(𝑎 𝑏)

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.1.5 (行列の組みへの作用) : 

 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ Mat(𝑛, ℂ)

(𝐴𝐵 𝐴𝐶) = 𝐴(𝐵 𝐶)

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.1.6 (行列の共役) : 

 𝐴, 𝐵 ∈ Mat(𝑛, ℂ), 𝐵は正則とする。

𝑇𝐵 : Mat(𝑛, ℂ) → Mat(𝑛, ℂ)を、

𝑇𝐵(𝐴) ≔ 𝐵𝐴𝐵−1

と定めるとき、𝑇𝐵は線型写像である。

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝐴, 𝐶 ∈ Mat(𝑛, ℂ)に対して、

𝑇𝐵(𝐴 + 𝐶) = 𝐵(𝐴 + 𝐶)𝐵−1

= (𝐵𝐴 + 𝐵𝐶)𝐵−1

= 𝐵𝐴𝐵−1 + 𝐵𝐶𝐵−1

= 𝑇𝐵(𝐴) + 𝑇𝐵(𝐶)

𝛼 ∈ ℂに対して、

𝑇𝐵(𝛼𝐴) = 𝐵(𝛼𝐴)𝐵−1

= 𝛼(𝐵𝐴𝐵−1)
= 𝛼𝑇𝐵(𝐴)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.7 (ℂの定義) : 

 ℂ ≔ ℝ2 に、以下の演算を入れたもの

積 (𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑐, 𝑑) ≔ (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.8 (ℝ → ℂの包含写像) : 

 𝜄ℝ→ℂ : ℝ → ℂ を

𝜄ℝ→ℂ(𝑥) ≔ (𝑥, 0)

として定める。

これをℝからℂへの包含写像と呼ぶ

略記として、

𝑟 ∈ ℝ について

𝑟ℂ ≔ 𝜄ℝ→ℂ(𝑟)

とかく

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.9 (−1倍) : 

 𝑧 ∈ ℂ について、

−𝑧 ≔ (−1ℂ) ⋅ 𝑧

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.10 (
√

−1) : 

√
−1 ≔ √−1ℂ

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.11 (ℂの実部/虚部) : 

 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, (𝑥, 𝑦) ∈ ℂについて、

ℜ : ℂ → ℝ

∈ ∈

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥

ℑ : ℂ → ℝ

∈ ∈

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑦

を定め、 ℜ(𝑧), ℑ(𝑧) をそれぞれ 𝑧 の実部、虚部と呼ぶ。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.12 (単位円) : 

 𝐶unit ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ | 𝑥2 + 𝑦2 = 1}

𝐶unitを単位円と呼ぶ。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.13 (円弧の定義) : 

 𝑃 ≔ (𝑥, 𝑦), 𝑄 ≔ (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝐶unit について、

齋藤微積分 命題 2.1.3 (1) を満たす実数 𝑙(𝑃𝑄) がただ一つ存在し、それを弧𝑃𝑄の長さと呼ぶ。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.14 (ℂ → 𝐶unit) : 

 𝑐unit : ℂ ∖ {(0, 0)} → 𝐶unit を以下のように定める。

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ ∖ {(0, 0)} について、

以下を満たすような、𝑟 ∈ ℝ>0と(𝑥𝑐, 𝑦𝑐) ∈ 𝐶unit が ただ一つずつ存在する

𝑟𝑥𝑐 = 𝑥 ∧ 𝑟𝑦𝑐 = 𝑦

これを用いて、

𝑐unit(𝑥, 𝑦) ≔ (𝑥𝑐, 𝑦𝑐)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.15 (ℂの逆三角関数の定義) : 

 𝐴 ≔ (1, 0) ∈ ℂ と定める。

i) arcsin : {𝑦 ∈ ℝ | − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1} → {𝜃 ∈ ℝ | − 𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2} を以下のように定める。

𝑦 ∈ ℝ, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 について、 𝑃 ≔ (√1 − 𝑦2ℝ≥0 , 𝑦) ∈ 𝐶unit とおき、

arcsin(𝑦) ≔ 𝑙(𝐴𝑃)

と定め、

𝑦′ ∈ ℝ, −1 ≤ 𝑦′ ≤ 0 について、

arcsin(𝑦′) ≔ − arcsin(−𝑦′)

と定める。

ii) arctan : ℝ → {𝜃 ∈ ℝ | − 𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2} を以下のように定める.

𝑥 ∈ ℝ について、−1 ≤ 𝑥√
1+𝑥2ℝ≥0 ≤ 1 であるから、

arctan(𝑥) ≔ arcsin( 𝑥
√

1 + 𝑥2ℝ≥0
)

iii) sin : {𝜃 ∈ ℝ | − 𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2} → {𝑥 ∈ ℝ | − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1} を以下のように定める.

arcsinは{𝑥 ∈ ℝ | − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1}において単調増加かつ連続(証明:齋藤命題 2.1.5)であり、値域が {𝑥 ∈ ℝ | − 𝜋
2 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

2} であるから、

arcsinの逆関数が存在し、これをsinと定める。

iv) cos : {𝜃 ∈ ℝ | − 𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2} → {𝑥 ∈ ℝ | − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1} を以下のように定める.

−𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2  で −1 ≤ sin(𝜃) ≤ 1 であるから、

cos(𝜃) ≔ √1 − (sin(𝜃))2ℝ≥0

と定める。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.16 (cos(arctan(𝑥)), sin(arctan(𝑥))) : 
 𝑥 ∈ ℝについて、−1 ≤ 𝑥√

1+𝑥2ℝ≥0 ≤ 1であるから、

cos(arctan(𝑥)) = cos(arcsin( 𝑥
√

1 + 𝑥2ℝ≥0
))

=
√




1 − (sin(arcsin( 𝑥
√

1 + 𝑥2ℝ≥0
)))

2ℝ≥0

=
√




1 − ( 𝑥
√

1 + 𝑥2ℝ≥0
)

2ℝ≥0

= √1 − ( 𝑥2

1 + 𝑥2 )
ℝ≥0

= √(1 + 𝑥2) − 𝑥2

1 + 𝑥2

ℝ≥0

= √ 1
1 + 𝑥2

ℝ≥0

= 1
√

1 + 𝑥2ℝ≥0

sin(arctan(𝑥)) = sin(arcsin( 𝑥
√

1 + 𝑥2ℝ≥0
))

= 𝑥
√

1 + 𝑥2ℝ≥0

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.17 (角度表現の同値類) : 

 ℝ の同値関係 ∼
∠

 を 𝜃, 𝜃′ ∈ ℝに対して、

𝜃 ∼
∠

𝜃′ ⇔
def

∃𝑛 ∈ ℤ s.t. (𝜃 − 𝜃′) = 2𝑛𝜋

と定めると、商集合 ℝ/ ∼
∠

 が定まる。

𝜃 ∈ ℝ のℝ/ ∼
∠
における同値類を

[𝜃]∼
∠

∈ ℝ/ ∼
∠

と書く。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.18 (角度表現の切断) : 

 𝑠[0,2𝜋) : ℝ/ ∼
∠
→ [0, 2𝜋) を以下のように定める。

[𝜃]∼
∠

∈ ℝ/ ∼
∠

 に対して、

𝑛 ∈ ℤ で、

0 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋

を満たすようなものがただ一つ存在して、(証明略)

この 𝑛 を用いて、

𝑠[0,2𝜋)([𝜃]∼
∠
) ≔ 𝜃 − 2𝑛𝜋

と定める。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.19 (ℝの角度表現) : 

 ℝの (角度表現) を、 ℝ/ ∼
∠

 に、

和+ : ℝ/ ∼
∠

× ℝ/ ∼
∠

→ ℝ/ ∼
∠∈ ∈

([𝜃]∼
∠
, [𝜃′]∼

∠
) ↦ [𝜃 + 𝜃′]∼

∠

実数倍 ⋅real : ℝ × ℝ/ ∼
∠

→ ℝ/ ∼
∠∈ ∈

(𝑎, [𝜃]∼
∠
) ↦ [𝑎 ⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃]∼

∠
)]

∼
∠

を入れたものとして定める

𝐍𝐨𝐭𝐞:

この積⋅realは、例えば、

1
2

⋅real (−2 ⋅real [
𝜋
2
]

∼
∠

) =

[

1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)[−2 ⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜋

2
]

∼
∠

)]
∼
∠ ]



∼
∠

= [1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)[−2 ⋅ 𝜋
2
]

∼
∠

]
∼
∠

= [1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)[−𝜋]∼
∠
]

∼
∠

= [1
2

⋅ 𝜋]
∼
∠

= 𝜋
2

(1
2

⋅ −2) ⋅real [
𝜋
2
]

∼
∠

= [−1 ⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜋
2
]

∼
∠

)]
∼
∠

= [−1 ⋅ 𝜋
2
]

∼
∠

= −𝜋
2

より、スカラー積とはならない

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.20 (極座標表現の同値類) : 

 ℝ≥0 × ℝ の同値関係 ∼ を (𝑟, 𝜃), (𝑟′, 𝜃′) ∈ ℝ≥0 × ℝ に対して、

(𝑟, 𝜃) ∼ (𝑟′, 𝜃′) ⇔
def

𝑟 = 𝑟′ = 0 ∨ (𝑟 = 𝑟′ ∧ 𝜃 ∼
∠

𝜃′)

と定めると、商集合 (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼ が定まる。

(𝑟, 𝜃) ∈ ℝ≥0 × ℝの (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼ における同値類を

[(𝑟, 𝜃)]∼ ∈ (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼

と書く

𝐑𝐞𝐦𝐚𝐫𝐤 0.1.21: 

[(𝑟, 𝜃)]∼ = [(𝑟, 𝜃 + 2𝑛𝜋)]∼∀𝑛 ∈ ℤ

[(0, 𝜃)]∼ = [(0, 𝜃′)]∼∀𝜃, 𝜃′ ∈ ℝ

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.22 (極座標表現の演算) : 

 (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼ に、二項演算

⋅ : (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼ × (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼ → (ℝ≥0 × ℝ)/ ∼

∈ ∈

([(𝑟, 𝜃)]∼, [(𝑟′, 𝜃′)]∼) ↦ [(𝑟𝑟′, 𝜃 + 𝜃′)]∼
を入れたものを (極座標表現) と呼ぶ

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.23 ((極座標表現)の乗法群) : 

 (極座標表現) は 二項演算⋅ について、モノイドをなす

(極座標表現)× ≔ (極座標表現) \ {[(0, 0)]∼} は、二項演算 ⋅ について、群をなす

[(𝑟, 𝜃)]∼, 𝑟 ≠ 0について、逆元 ([(𝑟, 𝜃)]∼)−1 は、

([(𝑟, 𝜃)]∼)−1 = [(1
𝑟
, −𝜃)]

∼

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.24 (ℂの乗法群) : 

 ℂ× ≔ ℂ \ {(0, 0)} は 群をなす

𝑧 ∈ ℂ, 𝑧 ≠ 0 について、逆元 𝑧−1 を、

𝑧−1 = 1
𝑧

と書く

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.25 (ℂは体) : 

 ℂ は体をなす

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.26 (極座標表現は体) : 

 (極座標表現)は体をなす

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.27 (極座標表現のℂへの写像) : 

 𝜑polar : ℂ → (極座標表現)を以下のように定める。

𝜑polar(𝑥, 𝑦) ≔

{

















[(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 , arctan(𝑦
𝑥))]

∼
(𝑥 > 0)

[(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 , arctan(𝑦
𝑥) + 𝜋)]

∼
(𝑥 < 0, 𝑦 ≥ 0)

[(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 , arctan(𝑦
𝑥) − 𝜋)]

∼
(𝑥 < 0, 𝑦 < 0)

[(𝑦, 𝜋
2 )]

∼
(𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)

[(−𝑦, −𝜋
2 )]

∼
(𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

[(0, 0)]∼ (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.28 (ℂの極座標表現への写像) : 

 𝜑cartesian : (極座標表現) → ℂ を、以下のように定める。

𝜑cartesian([(𝑟, 𝜃)]∼) ≔ (𝑟 cos(𝜃), 𝑟 sin(𝜃))

𝐍𝐨𝐭𝐞:

[𝜃]∼
∠

= [𝜃′]∼
∠

⇒ ∃𝑛 ∈ ℤ s.t. (𝜃 − 𝜃′) = 2𝑛𝜋
⇒ cos(𝜃) = cos(𝜃′) ∧ sin(𝜃) = sin(𝜃′)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.29 (𝜑cartesianの同型性) : 

 (TODO: 体として同型であることを示した方が良い)

[(𝑟, 𝜃)]∼, [(𝑟′, 𝜃′)]∼ ∈ (極座標表現)に対して、

1. 𝜑cartesian([(𝑟, 𝜃)]∼ ⋅ [(𝑟′, 𝜃′)]∼) = 𝜑cartesian[(𝑟, 𝜃)]∼ ⋅ 𝜑cartesian[(𝑟′, 𝜃′)]∼ (モノイド準同型)
2. 𝜑cartesianは全単射

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

1.

[(𝑟, 𝜃)]∼, [(𝑟′, 𝜃′)]∼ ∈ (極座標表現)に対して、

𝜑cartesian([(𝑟, 𝜃)]∼ ⋅ [(𝑟′, 𝜃′)]∼) = 𝜑cartesian([(𝑟𝑟′, 𝜃 + 𝜃′)]∼)

= (𝑟𝑟′ cos(𝜃 + 𝜃′), 𝑟𝑟′ sin(𝜃 + 𝜃′))

また、

𝜑cartesian[(𝑟, 𝜃)]∼ ⋅ 𝜑cartesian[(𝑟′, 𝜃′)]∼ = (𝑟 cos(𝜃), 𝑟 sin(𝜃)) ⋅ (𝑟′ cos(𝜃′), 𝑟′ sin(𝜃′))

= (𝑟𝑟′ cos(𝜃) cos(𝜃′) − 𝑟𝑟′ sin(𝜃) sin(𝜃′), 𝑟𝑟′ cos(𝜃) sin(𝜃′) + 𝑟𝑟′ sin(𝜃) cos(𝜃′))

= (𝑟𝑟′(cos(𝜃) cos(𝜃′) − sin(𝜃) sin(𝜃′)), 𝑟𝑟′(cos(𝜃) sin(𝜃′) + sin(𝜃) cos(𝜃′)))
= (𝑟𝑟′ cos(𝜃 + 𝜃′), 𝑟𝑟′ sin(𝜃 + 𝜃′))

∎

𝐍𝐨𝐭𝐞:

(−1
2 ,

√
3

2 )

sin(arctan(𝑦
𝑥

)) = sin
(
arctan

(


√
3ℝ≥0

2
−1

2 )


)


= sin(arctan(−
√

3
ℝ≥0))

= sin

(




arcsin

(




−
√

3ℝ≥0

√1 + (−
√

3)
2ℝ≥0

)




)




= −
√

3ℝ≥0

√1 + (−
√

3ℝ≥0)
2
ℝ≥0

= −
√

3ℝ≥0

√
1 + 3ℝ≥0

= −
√

3ℝ≥0

√
4

ℝ≥0

= −
√

3ℝ≥0

2ℝ≥0

sin(arctan(𝑦
𝑥

)) = sin

(




arcsin

(


 𝑦

𝑥

√1 + ((𝑦
𝑥))2

ℝ≥0

)




)




=
𝑦
𝑥

√1 + (𝑦
𝑥)2

ℝ≥0

= 𝑦

𝑥√1 + (𝑦
𝑥)2

ℝ≥0

= 𝑦

−√(−𝑥)2ℝ≥0√1 + (𝑦
𝑥)2

ℝ≥0

= 𝑦

−
√

𝑥2ℝ≥0√1 + (𝑦
𝑥)2

ℝ≥0

= − 𝑦

√(𝑥2)(1 + (𝑦
𝑥)2)

ℝ≥0

= − 𝑦
√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0

𝑥 < 0

−
√

𝑎ℝ≥0 = 𝑥 になるような 𝑎
√

𝑎ℝ≥0 = −𝑥
(自乗して𝑎になる実数のうち 𝑎 > 0 のもの) = −𝑥

(自乗して𝑎になる実数のうち 𝑎 > 0 のもの)2 = (−𝑥)2

𝑎 = (−𝑥)2

𝑥 = −√(−𝑥)2ℝ≥0

cos(arctan(𝑦
𝑥

) + 𝜋) = − cos(arctan(𝑦
𝑥

))

= − cos
(
arctan

(


√
3ℝ≥0

2
−1

2 )


)


= − cos(arctan(−
√

3
ℝ≥0))

= − cos

(





arcsin

(





−
√

3ℝ≥0

√1 + (−
√

3ℝ≥0)
2
ℝ≥0

)





)





= −

√






1 −

(





sin

(





arcsin

(





−
√

3ℝ≥0

√1 + (−
√

3ℝ≥0)
2
ℝ≥0

)





)





2

)





ℝ≥0

= −

√






1 −

(





−
√

3ℝ≥0

√1 + (−
√

3ℝ≥0)
2
ℝ≥0

)





2ℝ≥0

= −

√





1 −

(

 3

1 + (−
√

3ℝ≥0)
2

)



ℝ≥0

= −√1 − ( 3
1 + 3

)
ℝ≥0

= −√1 − (3
4
)

ℝ≥0

= −√1
4

ℝ≥0

= −1
2

2.

𝜑cartesian𝑜𝜑polar(𝑥, 𝑦) = 𝜑cartesian

(












{

















[(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 , arctan(𝑦
𝑥))]

∼
(𝑥 > 0)

[(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 , arctan(𝑦
𝑥) + 𝜋)]

∼
(𝑥 < 0, 𝑦 ≥ 0)

[(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 , arctan(𝑦
𝑥) − 𝜋)]

∼
(𝑥 < 0, 𝑦 < 0)

[(𝑦, 𝜋
2 )]

∼
(𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)

[(−𝑦, −𝜋
2 )]

∼
(𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

[(0, 0)]∼ (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)
)












=

{















(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 cos(arctan(𝑦
𝑥)), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 sin(arctan(𝑦

𝑥))) (𝑥 > 0)

(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 cos(arctan(𝑦
𝑥) + 𝜋), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 sin(arctan(𝑦

𝑥) + 𝜋)) (𝑥 < 0, 𝑦 ≥ 0)

(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 cos(arctan(𝑦
𝑥) − 𝜋), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 sin(arctan(𝑦

𝑥) − 𝜋)) (𝑥 < 0, 𝑦 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{















(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 cos(arctan(𝑦
𝑥)), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 sin(arctan(𝑦

𝑥))) (𝑥 > 0)

(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0(− cos(arctan(𝑦
𝑥))), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0(− sin(arctan(𝑦

𝑥)))) (𝑥 < 0, 𝑦 ≥ 0)

(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0(− cos(arctan(𝑦
𝑥))), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0(− sin(arctan(𝑦

𝑥)))) (𝑥 < 0, 𝑦 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{





(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 cos(arctan(𝑦

𝑥)), √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 sin(arctan(𝑦
𝑥))) (𝑥 > 0)

(−√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 cos(arctan(𝑦
𝑥)), −√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 sin(arctan(𝑦

𝑥))) (𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{









(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 1

√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0
𝑦
𝑥

√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 ) (𝑥 > 0)

(−√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 1

√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 , −√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0
𝑦
𝑥

√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 ) (𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

(∵ Claim 0.1.16)

=

{









(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥

𝑥√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥(𝑦
𝑥)

𝑥√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 ) (𝑥 > 0)

(−√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥

𝑥√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 , −√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥(𝑦
𝑥)

𝑥√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 ) (𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{









(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥
√

𝑥2ℝ≥0√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦
√

𝑥2ℝ≥0√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 ) (𝑥 > 0)

(−√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥

−√(−𝑥)2ℝ≥0√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 , −√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

−√(−𝑥)2ℝ≥0√1+(𝑦
𝑥)2

ℝ≥0 ) (𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

(∵ Theorem 0.1.3)

=

{

















(

√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥

√𝑥2(1+(𝑦
𝑥)2)

ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

√𝑥2(1+(𝑦
𝑥)2)

ℝ≥0

)



(𝑥 > 0)

(

√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥

√(−𝑥)2(1+(𝑦
𝑥)2)

ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

√(−𝑥)2(1+(𝑦
𝑥)2)

ℝ≥0

)



(𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{









(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥
√𝑥2+𝑦2ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

√𝑥2+𝑦2ℝ≥0 ) (𝑥 > 0)

(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥
√(−𝑥)2+𝑦2ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

√(−𝑥)2+𝑦2ℝ≥0 ) (𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{









(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥
√𝑥2+𝑦2ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

√𝑥2+𝑦2ℝ≥0 ) (𝑥 > 0)

(√𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑥
√𝑥2+𝑦2ℝ≥0 , √𝑥2 + 𝑦2ℝ≥0 𝑦

√𝑥2+𝑦2ℝ≥0 ) (𝑥 < 0)

(𝑦 cos(𝜋
2 ), 𝑦 sin(𝜋

2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 cos(−𝜋

2 ), −𝑦 sin(−𝜋
2 )) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)

(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{



(𝑥, 𝑦) (𝑥 > 0)

(𝑥, 𝑦) (𝑥 < 0)
(𝑦 ⋅ 0, 𝑦 ⋅ 1) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(−𝑦 ⋅ 0, −𝑦 ⋅ (−1)) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)
(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

=

{



(𝑥, 𝑦) (𝑥 > 0)

(𝑥, 𝑦) (𝑥 < 0)
(0, 𝑦) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 > 0)
(0, 𝑦) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 < 0)
(0, 0) (𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

= (𝑥, 𝑦)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.30 (第 1座標, 第 2座標) : 

 (𝑟, 𝜃) ∈ (極座標表現)について、

第 1座標 pr1 : (極座標表現) → ℝ≥0

∈ ∈

[(𝑟, 𝜃)]∼ ↦ 𝑟

第 2座標 pr2 : (極座標表現) → (角度表現)

∈ ∈

[(𝑟, 𝜃)]∼ ↦ {
[0]∼

∠
(𝑟=0)

[𝜃]∼
∠

(𝑟≠0)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.31 (絶対値, 偏角) : 

 𝑧 ∈ ℂ について、

| ⋅ | : ℂ → ℝ≥0 を

|𝑧| ≔ pr1(𝜑polar(𝑧))

と定め、zの絶対値と呼ぶ

arg[0,2𝜋) : ℂ → ℝ を

arg[0,2𝜋)(𝑧) ≔ 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧)))

と定め、zの偏角と呼ぶ

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.32: 

𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ について、

𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ≥0, 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ を用いて、

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼ とすると、

0 ≤ 𝜃1 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ が存在して、

arg[0,2𝜋)(𝑧1) = 𝜃1 − 2𝑛1𝜋, arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜃2 − 2𝑛2𝜋

と書ける。

このとき、

arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = {arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) (0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 2𝜋)
arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) − 2𝜋 (2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1)𝜑polar(𝑧2))) (∵ 𝜑polarの同型性)

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1, 𝜃1)]∼[(𝑟2, 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1𝑟2, 𝜃1 + 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)

また、0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋 なので、以下のケースに分けて考える。

a. 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 2𝜋 の時、

𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
) = 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + 2𝑛1𝜋 + arg[0,2𝜋)(𝑧2) + 2𝑛2𝜋 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2)

b. 2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋 の時、 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 − 2𝜋 = 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋 < 2𝜋 だから,

𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
) = 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + 2𝑛1𝜋 + arg[0,2𝜋)(𝑧2) + 2𝑛2𝜋 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) − 2𝜋

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.33: 

𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ について、

𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ≥0, 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ を用いて、

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼ とすると、

0 ≤ 𝜃1 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ が存在して、

arg[0,2𝜋)(𝑧1) = 𝜃1 − 2𝑛1𝜋, arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜃2 − 2𝑛2𝜋

と書ける。

このとき、

arg[0,2𝜋)(𝑧1
𝑧2

) = {arg[0,2𝜋)(𝑧1) − arg[0,2𝜋)(𝑧2) (0 ≤ 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋 < 2𝜋)
arg[0,2𝜋)(𝑧1) − arg[0,2𝜋)(𝑧2) + 2𝜋 (−2𝜋 < 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋 < 0)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

arg[0,2𝜋)(𝑧1
𝑧2

) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(
𝑧1
𝑧2

)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar
𝑧1

𝜑polar
(𝑧2))) (∵ 𝜑polarの同型性)

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(
[(𝑟1, 𝜃1)]∼
[(𝑟2, 𝜃2)]∼

))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1
𝑟2

, 𝜃1 − 𝜃2)]
∼
))

= 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 − 𝜃2]∼
∠
)

また、−2𝜋 < 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋 < 2𝜋 なので、以下のケースに分けて考える。

a. 0 ≤ 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋 < 2𝜋 の時、

𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 − 𝜃2]∼
∠
) = 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + 2𝑛1𝜋 − arg[0,2𝜋)(𝑧2) − 2𝑛2𝜋 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) − arg[0,2𝜋)(𝑧2)

b. −2𝜋 < 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋 < 0 の時、 0 ≤ 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2)𝜋 + 2𝜋 = 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2 − 1)𝜋 < 2𝜋 だから,

𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 − 𝜃2]∼
∠
) = 𝜃1 − 𝜃2 − 2(𝑛1 − 𝑛2 − 1)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + 2𝑛1𝜋 − arg[0,2𝜋)(𝑧2) − 2𝑛2𝜋 − 2(𝑛1 − 𝑛2 − 1)𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) − arg[0,2𝜋)(𝑧2) + 2𝜋

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.34: 

𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ について、

𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ≥0, 𝑟1 ≠ 0 ∧ 𝑟2 ≠ 0, 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ を用いて、

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼ として、

arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = 𝜋

だとする。

このとき、

{arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜋 (∃𝑚 ∈ ℤ s.t. 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2𝑚𝜋 < 2𝜋)
arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜋 + 2𝜋 (∃𝑚 ∈ ℤ s.t. 2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2𝑚𝜋 < 4𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝜑polar の同型性 から、

arg[0,2𝜋)(𝑧1) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1, 𝜃1)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
)

= 𝜃1 − 2𝑛1𝜋

arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟2, 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)

= 𝜃2 − 2𝑛2𝜋

arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1 ⋅ 𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1) ⋅ 𝜑polar(𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1, 𝜃1)]∼ ⋅ [(𝑟2, 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1𝑟2, 𝜃1 + 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)

また、0 ≤ 𝜃1 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛1 ∈ ℤ と、 0 ≤ 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛2 ∈ ℤ が存在して、

𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 = 𝜃1 − 2𝑛1𝜋 + 𝜃2 − 2𝑛2𝜋

= arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2)

a) 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 2𝜋 のとき、

𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
) = 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋

よって、

𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 = 𝜋
𝜃1 − 2𝑛1𝜋 + 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 = 𝜋

arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜋
b) 2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋 のとき、

0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋 < 2𝜋

であるから、

𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
) = 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋

よって、

𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋 = 𝜋
𝜃1 − 2𝑛1𝜋 + 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 − 2𝜋 = 𝜋

arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) − 2𝜋 = 𝜋

arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜋 + 2𝜋

以上から、arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = 𝜋 であるとき、 arg[0,2𝜋)(𝑧1), arg[0,2𝜋)(𝑧2) の間には以下の関係式が成立する。

{arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜋 (∃𝑚 ∈ ℤ s.t. 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2𝑚𝜋 < 2𝜋)
arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝜋 + 2𝜋 (∃𝑚 ∈ ℤ s.t. 2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2𝑚𝜋 < 4𝜋)

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.35 (ℂの自乗のarg) : 

 𝑧 ∈ ℂについて、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ であるとき、

arg[0,2𝜋)(𝑧2) = {2 arg[0,2𝜋)(𝑧) (0 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 𝜋 ⇔ 0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) < 𝜋)
2 arg[0,2𝜋)(𝑧) − 2𝜋 (𝜋 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋 ⇔ 𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑧 ∈ ℂ について、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ であるとき、

0 ≤ 𝜃 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛1 ∈ ℤ が存在して、

arg[0,2𝜋)(𝑧) = 𝜃 − 2𝑛1𝜋 である。

また、

arg[0,2𝜋)(𝑧2) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧)𝜑polar(𝑧))) (∵ 𝜑polarの同型性)

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟, 𝜃)]∼[(𝑟, 𝜃)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟2, 2𝜃)]
∼
))

= 𝑠[0,2𝜋)([2𝜃]∼
∠
)

ここで、0 ≤ 𝜃 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋 より、0 ≤ 2(𝜃 − 2𝑛1𝜋) < 4𝜋 すなわち 0 ≤ 2𝜃 − 4𝑛1𝜋 < 4𝜋 である。

以下のケースに分けて考える。

a. 0 ≤ 𝜃 − 2𝑛1𝜋 < 𝜋 の時、 0 ≤ 2(𝜃 − 2𝑛1𝜋) < 2𝜋 すなわち 0 ≤ 2𝜃 − 4𝑛1𝜋 < 2𝜋 だから、

𝑠[0,2𝜋)([2𝜃]∼
∠
) = 2𝜃 − 4𝑛1𝜋

= 2(𝜃 − 2𝑛1𝜋)

= 2 arg[0,2𝜋)(𝑧)

b. 𝜋 ≤ 𝜃 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋 の時、 2𝜋 ≤ 2(𝜃 − 2𝑛1𝜋) < 4𝜋 すなわち 2𝜋 ≤ 2𝜃 − 4𝑛1𝜋 < 4𝜋 だから、 0 ≤ 2𝜃 − 4𝑛1𝜋 − 2𝜋 = 2𝜃 − 2(2𝑛1 + 1)𝜋 < 2𝜋 より、

𝑠[0,2𝜋)([2𝜃]∼
∠
) = 2𝜃 − 2(2𝑛1 + 1)𝜋

= 2𝜃 − 4𝑛1𝜋 − 2𝜋
= 2(𝜃 − 2𝑛1𝜋) − 2𝜋

= 2 arg[0,2𝜋)(𝑧) − 2𝜋

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.36 (ℂの逆数のarg) : 

 𝑧 ∈ ℂについて、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ であるとき、

arg[0,2𝜋)(1
𝑧
) = arg[0,2𝜋)(𝑧−1) = {0 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0)

2𝜋 − arg[0,2𝜋)(𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑧 ∈ ℂ について、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ であるとき、

0 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛 ∈ ℤ が存在して、

−2𝜋 < −𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 ≤ 0 であり、

−2𝜋 < −𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 ⇔ −2𝜋 + 2𝜋 < −𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 + 2𝜋
⇔ 0 < −𝜃 − 2(−𝑛 − 1)𝜋

であるから、

arg[0,2𝜋)(𝑧−1) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧−1)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2((𝜑polar(𝑧))
−1)) (∵ 𝜑polarの同型性)

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(([(𝑟, 𝜃)]∼)−1))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(1
𝑟
, −𝜃)]

∼
))

= 𝑠[0,2𝜋)([−𝜃]∼
∠
)

= {−𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−𝜃 − 2(−𝑛 − 1)𝜋 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {−𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 + 2𝜋 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {−(𝜃 − 2𝑛𝜋) (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−(𝜃 − 2𝑛𝜋) + 2𝜋 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {0 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
2𝜋 − (𝜃 − 2𝑛𝜋) (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {0 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0)
2𝜋 − arg[0,2𝜋)(𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

∎

𝐍𝐨𝐭𝐞: arg計算のコツ：

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼
で、

arg[0,2𝜋)(𝑧1), arg[0,2𝜋)(𝑧2) の範囲や値がわかっていて、𝑧1, 𝑧2 の和や積の arg について考えたいときは

一度、以下の表現に直してから計算すると機械的に進むことがある。

∃𝑛1 ∈ ℤ s.t. 0 ≤ 𝜃1 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋,
∃𝑛2 ∈ ℤ s.t. 0 ≤ 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 < 2𝜋

例: arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) について考えるときは、

arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1)𝜑polar(𝑧2)))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1, 𝜃1)]∼[(𝑟2, 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1𝑟2, 𝜃1 + 𝜃2)]∼))

= 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)

みたいなところまで辿り着ければ、上記不等式を変形するなりして、

? ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 <?

このような不等式から、𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
) の値の範囲を考えることができる(はず)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.1.37 (ℂの sqrt) : 

 
√

· : ℂ → ℂ を以下のように定める。

𝑧 ∈ ℂ について、

√
𝑧 ≔ 𝜑cartesian

(
[(√pr1(𝜑polar(𝑧))

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧))))]
∼)


𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.38: 

 𝑧 ∈ ℂ について、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ であり、

𝑛 ∈ ℤ を用いて、

0 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋(⇔ 2𝑛𝜋 ≤ 𝜃 < (2𝑛 + 1) ⋅ 2𝜋) であるとき、

√
𝑧 = 𝜑cartesian([

√
𝑟ℝ≥0 , 1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃]∼

∠
)]

∼
)

= 𝜑cartesian([
√

𝑟ℝ≥0 , 1
2

⋅ (𝜃 − 2𝑛𝜋)]
∼
)

= 𝜑cartesian([
√

𝑟ℝ≥0 , 𝜃
2

− 𝑛𝜋]
∼
)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO:

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.39 (sqrt と 積が可換になる条件) : 

 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ について、

𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ≥0, 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼
とするとき、

√𝑧1𝑧2 = {
√𝑧1

√𝑧2 (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) < 2𝜋)
−√𝑧1

√𝑧2 (2𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) < 4𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ について、

𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ≥0, 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ で

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼
とするとき、

√𝑧1𝑧2 = 𝜑cartesian

(
[(√pr1(𝜑polar(𝑧1𝑧2))

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1𝑧2))))]
∼)


= 𝜑cartesian

(
[(√pr1(𝜑polar(𝑧1)𝜑polar(𝑧2))

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1)𝜑polar(𝑧2))))]
∼)
 (∵ 𝜑polarの同型性)

= 𝜑cartesian

(
[(√pr1([(𝑟1, 𝜃1)]∼[(𝑟2, 𝜃2)]∼)

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1, 𝜃1)]∼[(𝑟2, 𝜃2)]∼)))]
∼)


= 𝜑cartesian

(
[(√pr1([(𝑟1𝑟2, 𝜃1 + 𝜃2)]∼)

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1𝑟2, 𝜃1 + 𝜃2)]∼)))]
∼)


= 𝜑cartesian([(√𝑟1𝑟2
ℝ≥0 , 1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼

∠
))]

∼
)

= (√𝑟1𝑟2
ℝ≥0 cos(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼

∠
)), √𝑟1𝑟2

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)))

√𝑧1
√𝑧2 = 𝜑cartesian

(
[(√pr1(𝜑polar(𝑧1))

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧1))))]
∼)
𝜑cartesian

(
[(√pr1(𝜑polar(𝑧2))

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(𝑧2))))]
∼)


= 𝜑cartesian

(
[(√pr1([(𝑟1, 𝜃1)]∼)

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟1, 𝜃1)]∼)))]
∼)
𝜑cartesian

(
[(√pr1([(𝑟2, 𝜃2)]∼)

ℝ≥0

, 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)(pr2([(𝑟2, 𝜃2)]∼)))]
∼)


= 𝜑cartesian([(√𝑟1
ℝ≥0 , 1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
))]

∼
)𝜑cartesian([(√𝑟2

ℝ≥0 , 1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
))]

∼
)

= (√𝑟1
ℝ≥0 cos(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
)), √𝑟1

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
)))(√𝑟2

ℝ≥0 cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)), √𝑟2

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)))

= (√𝑟1
ℝ≥0 cos(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
))√𝑟2

ℝ≥0 cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)) − √𝑟1

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
))√𝑟2

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)),

√𝑟1
ℝ≥0 cos(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
))√𝑟2

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)) + √𝑟1

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
))√𝑟2

ℝ≥0 cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼
∠
)))

= (√𝑟1
ℝ≥0√𝑟2

ℝ≥0(cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
)) cos(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
)) − sin(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
)) sin(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))),

√𝑟1
ℝ≥0√𝑟2

ℝ≥0(cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
)) sin(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
)) + sin(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
)) cos(1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))))

= (√𝑟1
ℝ≥0√𝑟2

ℝ≥0(cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
) + 1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))),

√𝑟1
ℝ≥0√𝑟2

ℝ≥0(cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
) + 1

2
⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))))

= (√𝑟1𝑟2
ℝ≥0 cos(1

2
⋅ (𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼

∠
) + 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))), √𝑟1𝑟2

ℝ≥0 sin(1
2

⋅ (𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
) + 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))))

i. 𝑟1 = 0 ∨ 𝑟2 = 0 のとき、

√𝑟1𝑟2
ℝ≥0 = 0 より、

√𝑧1𝑧2 = √𝑧1
√𝑧2

ii. 𝑟1 ≠ 0 ∧ 𝑟2 ≠ 0 のとき、

𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ で、

0 ≤ 𝜃1 − 2𝑛1𝜋 < 2𝜋

0 ≤ 𝜃2 − 2𝑛2𝜋 < 2𝜋

を満たすようなものがそれぞれただ一つ存在する。

このとき、

cos(1
2

⋅ (𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
) + 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))) = cos(1

2
⋅ (𝜃1 − 2𝑛1𝜋 + 𝜃2 − 2𝑛2𝜋))

= cos(𝜃1 + 𝜃2
2

− (𝑛1 + 𝑛2)𝜋)

=
{

cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は偶数)
− cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は奇数)

同様に

sin(1
2

⋅ (𝑠[0,2𝜋)([𝜃1]∼
∠
) + 𝑠[0,2𝜋)([𝜃2]∼

∠
))) = sin(1

2
⋅ (𝜃1 − 2𝑛1𝜋 + 𝜃2 − 2𝑛2𝜋))

= sin(𝜃1 + 𝜃2
2

− (𝑛1 + 𝑛2)𝜋)

=
{

sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は偶数)
− sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は奇数)

また、

0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋

であるから、

ii.a 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 2𝜋 のとき、

cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)) = cos(1

2
⋅ (𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋))

= cos(𝜃1 + 𝜃2
2

− (𝑛1 + 𝑛2)𝜋)

=
{

cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は偶数)
− cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は奇数)

同様に

sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)) = sin(1

2
⋅ (𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋))

= sin(𝜃1 + 𝜃2
2

− (𝑛1 + 𝑛2)𝜋)

=
{

sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は偶数)
− sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は奇数)

ii.b 2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋 のとき、

0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋 < 2𝜋

より、

cos(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)) = cos(1

2
⋅ (𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋))

= cos(𝜃1 + 𝜃2
2

− (𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋)

=
{

cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2 + 1は偶数)
− cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2 + 1は奇数)

=
{

− cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は偶数)
cos(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は奇数)

同様に

sin(1
2

⋅ 𝑠[0,2𝜋)([𝜃1 + 𝜃2]∼
∠
)) = sin(1

2
⋅ (𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋))

= sin(𝜃1 + 𝜃2
2

− (𝑛1 + 𝑛2 + 1)𝜋)

=
{

sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2 + 1は偶数)
− sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2 + 1は奇数)

=
{

− sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は偶数)
sin(𝜃1+𝜃2

2 ) (𝑛1 + 𝑛2は奇数)

よって、

√𝑧1𝑧2 = {
√𝑧1

√𝑧2 ((𝑟1 = 0 ∨ 𝑟2 = 0) ∨ ∃𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ s.t. 0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 2𝜋 ⇔ 0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) < 2𝜋)
−√𝑧1

√𝑧2 (∃𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ s.t. 2𝜋 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2(𝑛1 + 𝑛2)𝜋 < 4𝜋 ⇔ 2𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧1) + arg[0,2𝜋)(𝑧2) < 4𝜋)

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.40 (sqrt の 2乗は元に戻る) : 

 𝑧 ∈ ℂ について、

√
𝑧
√

𝑧 = 𝑧

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑧 ∈ ℂ について、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ とする。

また、𝑛 ∈ ℤ を用いて、

−𝜋 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 ≤ 𝜋(⇔ (2𝑛 − 1)𝜋 < 𝜃 ≤ (2𝑛 + 1)𝜋) とする。

このとき、

√
𝑧 = 𝜑cartesian([(

√
𝑟ℝ≥0 , 𝜃

2
− 𝑛𝜋)]

∼
)

よって、

√
𝑧
√

𝑧 = 𝜑cartesian([(
√

𝑟ℝ≥0 , 𝜃
2

− 𝑛𝜋)]
∼
)𝜑cartesian([(

√
𝑟ℝ≥0 , 𝜃

2
− 𝑛𝜋)]

∼
)

= 𝜑cartesian([(
√

𝑟ℝ≥0 , 𝜃
2

− 𝑛𝜋)]
∼

⋅ [(
√

𝑟ℝ≥0 , 𝜃
2

− 𝑛𝜋)]
∼
) (∵ 𝜑cartesianの同型性)

= 𝜑cartesian([(
√

𝑟ℝ≥0 ⋅
√

𝑟ℝ≥0 , 𝜃
2

− 𝑛𝜋 + 𝜃
2

− 𝑛𝜋)]
∼
)

= 𝜑cartesian([(𝑟, 𝜃 − 2𝑛𝜋)]∼) (∵
√

𝑟ℝ≥0 の定義 Definition 0.1.2 より)

= 𝜑cartesian([(𝑟, 𝜃)]∼) (∵ (𝑟, 𝜃 − 2𝑛𝜋) ∼ (𝑟, 𝜃))

= 𝜑cartesian(𝜑polar(𝑧))
= 𝑧

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.41 (自乗の
√

⋅) : 
 𝑧 ∈ ℂについて、

𝑧 = {
√

𝑧2 (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) < 𝜋)
−

√
𝑧2 (𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑧 ∈ ℂ について、

𝑟 ∈ ℝ≥0, 𝜃 ∈ ℝ を用いて

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ とする。

また、𝑛 ∈ ℤ を用いて、

0 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋(⇔ 2𝑛𝜋 ≤ 𝜃 < (2𝑛 + 2)𝜋) とする。

このとき、Claim 0.1.39より、

√
𝑧
√

𝑧 = {
√

𝑧2 (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) + arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)
−

√
𝑧2 (2𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) + arg[0,2𝜋)(𝑧) < 4𝜋)

= {
√

𝑧2 (0 ≤ 2 arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)
−

√
𝑧2 (2𝜋 ≤ 2 arg[0,2𝜋)(𝑧) < 4𝜋)

= {
√

𝑧2 (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) < 𝜋)
−

√
𝑧2 (𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

√
𝑧
√

𝑧 = 𝑧 より、∎

𝐑𝐞𝐦𝐚𝐫𝐤 0.1.42: 

 𝑧 ∈ ℂについて、ℜ(𝑧) < 0, ℑ(𝑧) = 0 のとき、

(すなわち、𝑧 ∈ ℝ<0とみなせるとき)

arg[0,2𝜋)(𝑧) = 𝜋 であるから、

𝑧 = −
√

𝑧2

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.43 (ℂの逆数の
√

⋅) : 
 𝑧 ∈ ℂ, 𝑧 ≠ 0について、

√1
𝑧

=
{

 1√

𝑧 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0)

−( 1√
𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑧 ∈ ℂ, 𝑧 ≠ 0について、

𝑟 ∈ ℝ>0, 𝜃 ∈ ℝを用いて、

𝜑polar(𝑧) = [(𝑟, 𝜃)]∼ とする。

また、𝑛 ∈ ℤ を用いて、

0 ≤ 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋 とする。

このとき、

arg[0,2𝜋)(𝑧) = 𝜃 − 2𝑛𝜋

また、

𝜑polar(
1
𝑧
) = 𝜑polar(𝑧−1)

= ([(𝑟, 𝜃)]∼)−1 (∵ 𝜑polarの同型性)

= [(1
𝑟
, −𝜃)]

∼

より、−2𝜋 < −𝜃 + 2𝑛𝜋 ≤ 0 であり、

arg[0,2𝜋)(1
𝑧
) = 𝑠[0,2𝜋)(pr2(𝜑polar(

1
𝑧
)))

= 𝑠[0,2𝜋)([−𝜃]∼
∠
)

= {−𝜃 − 2(−𝑛)𝜋 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−𝜃 − 2(−𝑛 − 1)𝜋 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {−(𝜃 − 2𝑛𝜋) (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−(𝜃 − 2𝑛𝜋) + 2𝜋 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {0 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
2𝜋 − (𝜃 − 2𝑛𝜋) (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

だから、

arg[0,2𝜋)(𝑧) + arg[0,2𝜋)(1
𝑧
) = {0 + 0 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)

(𝜃 − 2𝑛𝜋) + (2𝜋 − (𝜃 − 2𝑛𝜋)) (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {0 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
2𝜋 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

√
𝑧 ⋅ √1

𝑧
=

{

√𝑧 ⋅ 1

𝑧 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−√𝑧 ⋅ 1

𝑧 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)
(∵ Claim 0.1.39)

= {
√

1 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−

√
1 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

= {1 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0)
−1 (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋)

以上から

√1
𝑧

=
{

 1√

𝑧 (𝜃 − 2𝑛𝜋 = 0 ⇔ arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0)

−( 1√
𝑧) (0 < 𝜃 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋 ⇔ 0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝐑𝐞𝐦𝐚𝐫𝐤 0.1.44: 

𝑧 ∈ ℂ× について、

√1
𝑧

=
{

 1√

𝑧 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0 ⇔ 𝑧 ∈ ℝ>0)

−( 1√
𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋 ⇔ 𝑧 ∉ ℝ>0)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.1.45 (ℂの
√

⋅の逆数) : 

 𝑧 ∈ ℂについて、

(
√

𝑧)−1 = 1√
𝑧

=
{

√1

𝑧 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0)

−(√1
𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Claim 0.1.43より。

𝐑𝐞𝐦𝐚𝐫𝐤 0.1.46: 

 𝑧 ∈ ℂ× について、

(
√

𝑧)−1 =
{

√1

𝑧 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0 ⇔ 𝑧 ∈ ℝ>0)

−(√1
𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋 ⇔ 𝑧 ∉ ℝ>0)

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.1.47 (cos, sinの Euler表示) : 

 ∀𝜃 ∈ ℝ

cos(𝜃) = 𝑒
√

−1𝜃 + 𝑒−
√

−1𝜃

2

sin(𝜃) = 𝑒
√

−1𝜃 − 𝑒−
√

−1𝜃

2
√

−1

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Eulerの公式 𝑒
√

−1𝜃 = cos(𝜃) +
√

−1 sin(𝜃) より、

𝑒
√

−1𝜃 = cos(𝜃) +
√

−1 sin(𝜃)

𝑒−
√

−1𝜃 = cos(−𝜃) +
√

−1 sin(−𝜃) = cos(𝜃) −
√

−1 sin(𝜃)

辺々加えると、

𝑒
√

−1𝜃 + 𝑒−
√

−1𝜃 = 2 cos(𝜃)

辺々引くと、

𝑒
√

−1𝜃 − 𝑒−
√

−1𝜃 = 2
√

−1 sin(𝜃)

∎

0.2. 2次元 ising模型の分配関数

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.2.1 (格子サイズ) : 

 𝑀, 𝑁 ∈ ℕを格子のサイズとする。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.2.2 (2次元 ising模型の分配関数) : 

 𝑍 : ℝ>0 × ℝ>0 → ℝ>0を以下のように定める。

𝔖 ≔ Map({1, …, 𝑀} × {1, …, 𝑁}, {−1, 1})として、

𝑍(𝐽, 𝐽 ′) ≔ ∑
𝑠∈𝔖(




exp
(∑𝑖∈{1,…,𝑀}

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽𝑠(𝑖,𝑗)𝑠(𝑖+1,𝑗)+𝐽′𝑠(𝑖,𝑗)𝑠(𝑖,𝑗+1)))

)



𝐍𝐨𝐭𝐞:

𝑠は、格子の状態(スピンの配置)を表している

𝔖は、全ての状態の集合といえる

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.2.3 (転送行列) : 

 𝑉1, 𝑉2 ∈ Mat(2𝑁 , ℂ)を以下のように定める。

𝜇, 𝜇′ : {1, …, 𝑁} → {−1, 1}を添え字として用いて、

(𝑉1)𝜇,𝜇′ := 𝛿𝜇=𝜇′ exp
(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽𝜇(𝑗)𝜇(𝑗 + 1))

)


(𝑉2)𝜇,𝜇′ := exp
(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽 ′𝜇(𝑗)𝜇′(𝑗))

)


𝐍𝐨𝐭𝐞:

𝑉1は、格子のある行内の横の相互作用を表している

𝑉2は、それを縦に積み上げた時の隣り合う行同士の相互作用を表している

また、𝑉1は対角行列になっている

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.2.4 (転送行列による分配関数の表式) : 

𝑍(𝐽, 𝐽 ′) = tr((𝑉1𝑉2)
𝑀)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝜇, 𝜇′ : {1, …, 𝑁} → {−1, 1}に対して、

(𝑉1𝑉2)𝜇,𝜇′ = ∑
𝜈:{1,…,𝑁}→{−1,1}

((𝑉1)𝜇,𝜈(𝑉2)𝜈,𝜇′)

= ∑
𝜈:{1,…,𝑁}→{−1,1}(

𝛿𝜇=𝜈 exp
(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽𝜇(𝑗)𝜇(𝑗 + 1))

)
 exp

(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽 ′𝜈(𝑗)𝜇′(𝑗))

)


)


= exp
(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽𝜇(𝑗)𝜇(𝑗 + 1))

)
 exp

(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽 ′𝜇(𝑗)𝜇′(𝑗))

)


= exp
(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽𝜇(𝑗)𝜇(𝑗 + 1)) + ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽 ′𝜇(𝑗)𝜇′(𝑗))

)


= exp
(
 ∑

𝑗∈{1,…,𝑁}
(𝐽𝜇(𝑗)𝜇(𝑗 + 1) + 𝐽 ′𝜇(𝑗)𝜇′(𝑗))

)


0.3.線型空間の一般論

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.3.1: 

 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍≥1, 𝑉  : 𝑚次元𝐾-線型空間 について、𝐸 = {𝑒1, …, 𝑒𝑚}: 𝑉の基底とするとき、

∀(𝑖1, …, 𝑖𝑚) ∈ {1, …, 𝑚}𝑚

𝑒{𝑖1} ⊗ ⋯ ⊗ 𝑒{𝑖𝑚} は、𝑉 ⊗𝑚の基底である

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.3.2 (𝑐 ⋅ 𝐼  は全行列と可換) : 

 体 𝐾、𝑛 ∈ ℤ≥1、𝑐 ∈ 𝐾、𝐴 ∈ Mat(𝑛, 𝐾) について、

[𝑐 ⋅ 𝐼, 𝐴] = 0

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

[𝑐 ⋅ 𝐼, 𝐴] = (𝑐 ⋅ 𝐼)𝐴 − 𝐴(𝑐 ⋅ 𝐼)
= 𝑐𝐴 − 𝑐𝐴
= 0

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.3.3 (行列ノルムの劣乗法性) : 

 𝐾 ≔ ℝ または 𝐾 ≔ ℂ、𝑛 ∈ ℤ≥1、𝐴, 𝐵 ∈ Mat(𝑛, 𝐾) について、

‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖ ⋅ ‖𝐵‖

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 0.3.4 (行列乗算の連続性) : 

 𝐾 ≔ ℝ または 𝐾 ≔ ℂ、𝑛 ∈ ℤ≥1、𝐴𝑁 , 𝐴, 𝐵 ∈ Mat(𝑛, 𝐾)、‖𝐴𝑁 − 𝐴‖ → 0 のとき、

‖𝐴𝑁𝐵 − 𝐴𝐵‖ → 0

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

‖𝐴𝑁𝐵 − 𝐴𝐵‖ = ‖(𝐴𝑁 − 𝐴)𝐵‖
≤ ‖𝐴𝑁 − 𝐴‖ ⋅ ‖𝐵‖ (∵ Claim 0.3.3)
→ 0

0.4.線型写像の exp

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.4.1: 

 体𝐾: ℝまたはℂ, 𝑉 : 有限次元𝐾-ノルム線型空間

線型写像 𝑋 : 𝑉 → 𝑉  について、

∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞𝑋 ∘ 𝑋 ∘ … ∘ 𝑋

は、線型写像 𝑉 → 𝑉に各点収束する

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑉は有限次元なので、基底𝐸 ⊂ 𝑉が存在するので、𝑋は有限次元行列𝐴 ∈ 𝑀(𝐾)として表せる。

𝑣 ∈ 𝑉について、𝑣は数ベクトル𝑤 ∈ 𝐾𝑑として表せて、(∑∞
𝑛=0(

1
𝑛!)𝐴

𝑛)𝑤の各成分は、絶対収束する。 (証明略)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO: 証明略

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 0.4.2: 

 有限次元線型空間 𝑉

exp : End(𝑉 ) → End(𝑉 )を以下のように定める。

線型写像 𝑋 ∈ End(𝑉 ) について、

exp(𝑋) ≔ ∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞𝑋 ∘ 𝑋 ∘ … ∘ 𝑋

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.4.3 (可換行列の exp 積公式) : 

 𝐾 ≔ ℝ または 𝐾 ≔ ℂ, 𝑛 ∈ ℤ≥1

𝐴, 𝐵 ∈ Mat(𝑛, 𝐾) が 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 を満たすとき、

exp(𝐴) exp(𝐵) = exp(𝐴 + 𝐵)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO:

前提として Theorem 0.4.1（exp 級数の収束）を用いる。

証明の骨格:

1. 二項定理（𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 より）:

(𝐴 + 𝐵)𝑘 = ∑
𝑘

𝑗=0
(𝑘

𝑗
)𝐴𝑗𝐵𝑘−𝑗

2. exp の定義を展開し、積 exp(𝐴) exp(𝐵) の部分和と exp(𝐴 + 𝐵) の部分和を比較する。

3. exp 級数がノルム収束することから、有限次元行列のノルムの劣乗法性

‖𝑋𝑌 ‖ ≤ ‖𝑋‖ ‖𝑌 ‖ を用いて、部分和の差がノルムで 0 に収束することを示す。

これらはすべて行列計算と級数のノルム収束のみで完結し、微分は不要。

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 0.4.4 (exp(𝑂) = 𝐼) : 

 𝑂 を零行列、𝐼  を単位行列とするとき、

exp(𝑂) = 𝐼

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

exp の定義より、𝑂0 = 𝐼、𝑛 ≥ 1 のとき 𝑂𝑛 = 𝑂（零行列の冪）であるから、

exp(𝑂) = ∑
∞

𝑛=0

𝑂𝑛

𝑛!

= 𝐼
0!

+ ∑
∞

𝑛=1

𝑂
𝑛!

= 𝐼 + 𝑂 ⋅ ∑
∞

𝑛=1

1
𝑛!

= 𝐼 + 𝑂
= 𝐼

1.対角化の計算 (ホロノミック量子場 付録 B)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1 (記号の定義) : 

• 𝐼Mat(2,ℂ): Mat(2, ℂ)上の単位行列

•
𝜎𝑥

𝑘 ≔ 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗
𝑘th
⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

•
𝜎𝑦

𝑘 ≔ 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗
𝑘th
⏞𝜎𝑦 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

•
𝜎𝑧

𝑘 ≔ 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗
𝑘th
⏞𝜎𝑧 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝐼(Mat(2,ℂ))⊗𝑀  := 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ)

• 𝑉1 ≔ exp(
√

−1𝐾1 ⋅ (𝜎𝑧
1𝜎𝑧

2 + 𝜎𝑧
2𝜎𝑧

3 + ⋯ + 𝜎𝑧
𝑀𝜎𝑧

1)) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝑉2 ≔ (2 sinh 2𝐾2)
𝑀
2 exp(𝐾∗

2 ⋅ (𝜎𝑥
1 + 𝜎𝑥

2 + ⋯ + 𝜎𝑥
𝑀)) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝑍𝑚 ≔ 𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝑚−1𝜎𝑧
𝑚 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀 ただし、𝑍1 ≔ 𝜎𝑧

1 (ホロノミック量子場では 𝑝𝑚)

正し、𝑍𝑀+1 ≔ 𝑍1

• 𝑌𝑚 ≔ 𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝑚−1𝜎𝑦
𝑚 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀 ただし、𝑌1 ≔ 𝜎𝑦

1 (ホロノミック量子場では 𝑞𝑚)

正し、𝑌𝑀+1 ≔ 𝑌1

• 𝜀 ≔ 𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝑀 = (
√

−1)
𝑀

𝑍1𝑌1 + ⋯ + 𝑍𝑀𝑌𝑀 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝐾∗
1 ≔ −1

2 log(tanh 𝐾1) ↔︎ sinh(𝐾1) sinh(𝐾∗
1) = 1

• 𝐾∗
2 ≔ −1

2 log(tanh 𝐾2) ↔︎ sinh(𝐾2) sinh(𝐾∗
2) = 1

• 𝑐𝑖 ≔ cosh 2𝐾𝑖, 𝑠𝑖 ≔ sinh 2𝐾𝑖,

• 𝑐∗
𝑖 ≔ cosh 2𝐾∗

𝑖 , 𝑠∗
𝑖 ≔ sinh 2𝐾∗

𝑖

𝐾𝑖, 𝐾∗
𝑖 > 0 より、 𝑐𝑖, 𝑠𝑖, 𝑐∗

𝑖 , 𝑠∗
𝑖 > 0

1.1.転送行列

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.1 (記号の定義) : 

• 𝐼Mat(2,ℂ): Mat(2, ℂ)上の単位行列

•
𝜎𝑥

𝑘 ≔ 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗
𝑘th
⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

•
𝜎𝑦

𝑘 ≔ 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗
𝑘th
⏞𝜎𝑦 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

•
𝜎𝑧

𝑘 ≔ 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗
𝑘th
⏞𝜎𝑧 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝐼(Mat(2,ℂ))⊗𝑀  := 𝐼Mat(2,ℂ) ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼Mat(2,ℂ)

• 𝑉1 ≔ exp(
√

−1𝐾1 ⋅ (𝜎𝑧
1𝜎𝑧

2 + 𝜎𝑧
2𝜎𝑧

3 + ⋯ + 𝜎𝑧
𝑀𝜎𝑧

1)) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝑉2 ≔ (2 sinh 2𝐾2)
𝑀
2 exp(𝐾∗

2 ⋅ (𝜎𝑥
1 + 𝜎𝑥

2 + ⋯ + 𝜎𝑥
𝑀)) ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝑍𝑚 ≔ 𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝑚−1𝜎𝑧
𝑚 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀 ただし、𝑍1 ≔ 𝜎𝑧

1 (ホロノミック量子場では 𝑝𝑚)

正し、𝑍𝑀+1 ≔ 𝑍1

• 𝑌𝑚 ≔ 𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝑚−1𝜎𝑦
𝑚 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀 ただし、𝑌1 ≔ 𝜎𝑦

1 (ホロノミック量子場では 𝑞𝑚)

正し、𝑌𝑀+1 ≔ 𝑌1

• 𝜀 ≔ 𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝑀 = (
√

−1)
𝑀

𝑍1𝑌1 + ⋯ + 𝑍𝑀𝑌𝑀 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

• 𝐾∗
1 ≔ −1

2 log(tanh 𝐾1) ↔︎ sinh(𝐾1) sinh(𝐾∗
1) = 1

• 𝐾∗
2 ≔ −1

2 log(tanh 𝐾2) ↔︎ sinh(𝐾2) sinh(𝐾∗
2) = 1

• 𝑐𝑖 ≔ cosh 2𝐾𝑖, 𝑠𝑖 ≔ sinh 2𝐾𝑖,

• 𝑐∗
𝑖 ≔ cosh 2𝐾∗

𝑖 , 𝑠∗
𝑖 ≔ sinh 2𝐾∗

𝑖

𝐾𝑖, 𝐾∗
𝑖 > 0 より、 𝑐𝑖, 𝑠𝑖, 𝑐∗

𝑖 , 𝑠∗
𝑖 > 0

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.1.2 (𝑍𝑚, 𝑌𝑚は線型独立) : 

{𝑍1, …, 𝑍𝑀 , 𝑌1, …, 𝑌𝑀} は線型独立

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO: 証明略

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.1.3 (𝑉1, 𝑉2を𝑍, 𝑌 , 𝜀で表す) : 

𝑉1 = exp(
√

−1𝐾1 ⋅ (𝑌1𝑍2 + 𝑌2𝑍3 + ⋯ + 𝑌𝑀−1𝑍𝑀 − 𝜀𝑌𝑀𝑍1))

𝑉2 = (2𝑠2)
𝑀
2 exp(

√
−1𝐾∗

2 ⋅ (𝑍1𝑌1 + 𝑍2𝑌2 + ⋯ + 𝑍𝑀𝑌𝑀))

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.4 (𝜀の固有空間) : 

ℱ︀ ≔ (ℂ2)⊗𝑀

ℱ︀(±) ≔ {𝑓 ∈ ℱ︀ | 𝜀𝑓 = ±𝑓}

𝐍𝐨𝐭𝐞: 𝜀2 = 1 なので、𝜀の固有値は±1 (?:ちょっと計算いる？)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.5 (End(ℱ︀)とMat(2, ℂ)⊗𝑀の同型) : 

 End(ℱ︀)とMat(2, ℂ)⊗𝑀の線形同型写像 を一つ取り、

𝐞𝐧𝐝 : End(ℱ︀) → Mat(2, ℂ)⊗𝑀

とおく。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.1.6 (𝑉1の固有空間への制限) : 

(𝐞𝐧𝐝(𝑉1))|ℱ︀(±) = (𝐞𝐧𝐝(exp(
√

−1𝐾1 ⋅ (𝑌1𝑍2 + 𝑌2𝑍3 + ⋯ + 𝑌𝑀−1𝑍𝑀 ∓ 𝑌𝑀𝑍1))))|ℱ︀(±)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.7 (𝑉 (±)
1 ) : 

𝑉 (±)
1 ≔ exp(

√
−1𝐾1 ⋅ (𝑌1𝑍2 + 𝑌2𝑍3 + ⋯ + 𝑌𝑀−1𝑍𝑀 ∓ 𝑌𝑀𝑍1))

𝐍𝐨𝐭𝐞: 上の claimがこの定義の正当性を担保している

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.8 (𝛿𝑀
(𝜇,𝜈)) : 

 

𝛿𝑃 ≔ {1 𝑃 is True
0 𝑃 is False

TODO: ↑こんな感じの定義の方が読みやすく汎用性も高そうなので置き換えたい

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.9 (𝛿𝑀
(𝜇,𝜈)) : 

 

𝛿𝑀
(𝜇,𝜈) ≔ {1(𝜇 ≡ 𝜈 mod 𝑀)

0(𝜇 ≢ 𝜈 mod 𝑀)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.1.10: 

 𝑘 ∈ ℤ について、

∑
𝑀

𝑗=1
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1𝑗

𝑀
) = 𝑀𝛿𝑀

(𝑘,0)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

(𝑎)𝑘 ≡ 0 mod 𝑀のとき、 𝑙 ∈ ℤを用いて𝑘 = 𝑙𝑀とおけるので、

∑
𝑀

𝑗=1
exp(𝑙𝑀 ⋅ 2𝜋

√
−1𝑗

𝑀
) = ∑

𝑀

𝑗=1
exp(𝑙 ⋅ 2𝜋

√
−1𝑗)

= ∑
𝑀

𝑗=1
cos(2𝜋𝑙𝑗) +

√
−1 sin(2𝜋𝑙𝑗)

= ∑
𝑀

𝑗=1
(1 +

√
−1 ⋅ 0)

= ∑
𝑀

𝑗=1
1 = 𝑀

(𝑏)その他のとき、

∑
𝑀

𝑗=1
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1𝑗

𝑀
) =

初項

⏞
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀
) ⋅

1 −

(




公比

⏞
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀 )

)




𝑀

1 −

公比

⏞
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀 )

=

初項

⏞
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀 )

1 −

公比

⏞
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀 )

⋅

(






1 −

(





公比

⏞
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀
)

)





𝑀

)






=
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀 )

1 − exp(𝑘 ⋅ 2𝜋
√

−1
𝑀 )

⋅ (1 − exp(𝑘 ⋅ 2𝜋
√

−1
𝑀

⋅ 𝑀))

=
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1

𝑀 )

1 − exp(𝑘 ⋅ 2𝜋
√

−1
𝑀 )

⋅

(

1 − exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1)⏟

1 )



= 0

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.11 (𝑍, 𝑌の定義) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝑍(±)
𝜇 := ∑

𝑀

𝑗=1
(({∓1 if 𝑗 = 1

1 if 𝑗 ≠ 1 ) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

))

= ∓𝑍1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) + ∑
𝑀

𝑗=2
(𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
))

𝑌𝜇 := ∑
𝑀

𝑗=1
(𝑌𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
))

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.1.12: 

𝐻(±)
1 := 𝑌1𝑍2 + 𝑌2𝑍3 + ⋯ + 𝑌𝑀−1𝑍𝑀 ∓ 𝑌𝑀𝑍1

𝐻2 := 𝑍1𝑌1 + 𝑍2𝑌2 + ⋯ + 𝑍𝑀𝑌𝑀

よって、

𝑉 (±)
1 = exp(

√
−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 )

𝑉2 = (2𝑠2)
𝑀
2 exp(

√
−1𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.1.13 (𝐻(±)
1 , 𝐻2を𝑍, 𝑌で表す) : 

𝐻(±)
1 = 1

𝑀
∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

𝐻2 = 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗)

𝐍𝐨𝐭𝐞:

𝑍(±)
𝜇 ≔ ∑

𝑀

𝑗=1
(({1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

))

= ∓𝑍1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) + ∑
𝑀

𝑗=2
(𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
))

𝑌𝜇 ≔ ∑
𝑀

𝑗=1
(𝑌𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
))

∑
𝑀

𝑗=1
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1𝑗

𝑀
) = 𝑀𝛿𝑀

(𝑘,0)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝐻(±)
1 について、

(右辺) = 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(






𝑌𝑗

⏞
(∑

𝑀

𝑘1=1
(𝑌𝑘1

exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋𝑗
𝑀

))) ·

𝑍(±)
−𝑗

⏞
(∑

𝑀

𝑘2=1
(({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) ⋅ 𝑍𝑘2
exp(−

√
−1𝑘2

2𝜋(−𝑗)
𝑀

))) exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

)

)






= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
((𝑌𝑘1

exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋𝑗
𝑀

)) · (({1 if 𝑘2 ≠ 1
∓1 if 𝑘2 = 1) ⋅ 𝑍𝑘2

exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋(−𝑗)

𝑀
))) exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
((𝑌𝑘1

) · (({1 if 𝑘2 ≠ 1
∓1 if 𝑘2 = 1) ⋅ 𝑍𝑘2

) · exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋𝑗
𝑀

) · exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋(−𝑗)

𝑀
) · exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
)))

(expを後ろに移動)

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) · exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋𝑗
𝑀

) · exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋(−𝑗)

𝑀
) · exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) · (𝑌𝑘1

𝑍𝑘2
)))

(符号を前に、YZを後ろに移動)

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) · exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋𝑗
𝑀

−
√

−1𝑘2
2𝜋(−𝑗)

𝑀
−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) · (𝑌𝑘1

𝑍𝑘2
)))

(expをまとめる)

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) · exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

(𝑘1 − 𝑘2 + 1)) · (𝑌𝑘1
𝑍𝑘2

)))

= 1
𝑀 (

 ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1(
({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) · ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

(𝑘1 − 𝑘2 + 1))) · (𝑌𝑘1
𝑍𝑘2

)
)


)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1(
({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) · ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−(𝑘1 − 𝑘2 + 1)
√

−12𝜋𝑗
𝑀

)) · (𝑌𝑘1
𝑍𝑘2

)
)


)


= 1
𝑀

( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(({1 if 𝑘2 ≠ 1

∓1 if 𝑘2 = 1) · 𝑀𝛿𝑀
(−(𝑘1−𝑘2+1),0) · (𝑌𝑘1

𝑍𝑘2
)))

(∵ Claim 1.1.10)

= 1
𝑀

(




∑
𝑘1,𝑘2∈{1,…,𝑀}

−(𝑘1−𝑘2+1)≡0 mod 𝑀

(({1 if 𝑘2 ≠ 1
∓1 if 𝑘2 = 1) · 𝑀 · (𝑌𝑘1

𝑍𝑘2
))

)




= 1
𝑀

(






∑
𝑘1∈{1,…,𝑀}
𝑘2∈{2,…,𝑀}

−(𝑘1−𝑘2+1)≡0 mod 𝑀

(𝑀 · (𝑌𝑘1
𝑍𝑘2

))

)






+ 1
𝑀

(




∑
𝑘1∈{1,…,𝑀}
−𝑘1≡0 mod 𝑀

(∓𝑀 · (𝑌𝑘1
𝑍1))

)




=

(











∵𝑘1∈{1,…,𝑀}∧𝑘2∈{2,…,𝑀}∧−(𝑘1−𝑘2+1)≡0 mod 𝑀
⇒𝑘1∈{1,…,𝑀}∧𝑘2∈{2,…,𝑀}∧𝑘1≡𝑘2−1 mod 𝑀

⇒𝑘1∈{1,…,𝑀}∧𝑘2−1∈{1,…,𝑀−1}∧𝑘1≡𝑘2−1 mod 𝑀
⇒𝑘1∈{1,…,𝑀−1}∧𝑘1=𝑘2−1

(∵𝑘2−1∈{1,…,𝑀−1}かつ𝑘1≡𝑘2−1 mod 𝑀を満たすような𝑘1は{1,…,𝑀−1}に限る)

⏞𝑌1𝑍2 + 𝑌2𝑍3 + ⋯ + 𝑌𝑀−1𝑍𝑀

)











+

(




∵𝑘1∈{1,…,𝑀}∧−𝑘1≡0 mod 𝑀⇒𝑘1=𝑀

⏞
∓(𝑌(𝑀)𝑍1)

)




= 𝐻(±)
1

∎

𝐻2について、

(右辺) = 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗)

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(






𝑍(−)
−𝑗

⏞
(∑

𝑀

𝑘1=1
(({1 if 𝑘1 ≠ 1

+1 if 𝑘1 = 1) ⋅ 𝑍𝑘1
⋅ exp(−

√
−1𝑘1

2𝜋(−𝑗)
𝑀

))) ⋅

𝑌𝑗

⏞
(∑

𝑀

𝑘2=1
(𝑌𝑘2

⋅ exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋𝑗
𝑀

)))

)






= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((∑
𝑀

𝑘1=1
(𝑍𝑘1

⋅ exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋(−𝑗)

𝑀
))) ⋅ (∑

𝑀

𝑘2=1
(𝑌𝑘2

⋅ exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋𝑗
𝑀

))))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
((𝑍𝑘1

⋅ exp(−
√

−1𝑘1
2𝜋(−𝑗)

𝑀
)) ⋅ (𝑌𝑘2

⋅ exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋𝑗
𝑀

)))))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(exp(−

√
−1𝑘1

2𝜋(−𝑗)
𝑀

) ⋅ exp(−
√

−1𝑘2
2𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(( ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(exp(−

√
−1𝑘1

2𝜋(−𝑗)
𝑀

−
√

−1𝑘2
2𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)))

= 1
𝑀

(





∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1

(





∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp((𝑘1 − 𝑘2) ⋅ 2𝜋
√

−1𝑗
𝑀

))
⏟

Claim 1.1.10を適用

⋅ 𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)





)





= 1
𝑀

∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1(



∵ Claim 1.1.10
⏞𝑀𝛿𝑀

(𝑘1−𝑘2,0) ⋅ 𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)



= ∑
𝑀

𝑘1,𝑘2=1
(𝛿𝑀

(𝑘1−𝑘2,0) ⋅ 𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)

= ∑
𝑘1∈{1,…,𝑀}
𝑘2∈{1,…,𝑀}

𝑘1−𝑘2≡0 mod 𝑀

(𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)

= ∑
𝑘1∈{1,…,𝑀}

𝑘1=𝑘2

(𝑍𝑘1
𝑌𝑘2

)

= 𝑍1𝑌1 + 𝑍2𝑌2 + ⋯ + 𝑍𝑀𝑌𝑀

= 𝐻2

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.1.14 (𝑍(−)
𝑀 = 𝑍(−)

−𝑀、𝑌𝑀 = 𝑌−𝑀 ) : 

𝑍(−)
𝑀 = 𝑍(−)

−𝑀 , 𝑌𝑀 = 𝑌−𝑀

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Definition 1.1.11 より、各 𝑗 ∈ {1, …, 𝑀} について、

exp(−
√

−1𝑗 ⋅ 2𝜋𝑀
𝑀

) = exp(−2𝜋
√

−1𝑗)

= 1 (∵ exp(−2𝜋
√

−1𝑗) = 1)

= exp(0)

= exp(−
√

−1𝑗 ⋅ 2𝜋(−𝑀)
𝑀

)

よって 𝑍𝑀  と 𝑍−𝑀  の定義における各 𝑗 項の係数 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀 ) が一致する。𝑌  も同様。

1.2. 𝑒𝑋𝑌 𝑒−𝑋 = 𝑒ad(𝑋)(𝑌 ) の証明

1.2.1. リー群リー環を使うノリ

参考) Lie群と Lie環 1 の 定理 5.49

𝐺, 𝐻 : Lie群, 連続な準同型写像 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  について、

• 𝜑は𝐶𝜔級である。

• Lie環𝔤 ≔ Lie(𝐺)から𝔥 ≔ Lie(𝐻)への準同型写像d𝜑𝑒 : 𝔤 → 𝔥が存在し、𝜑(exp(𝑋)) = exp(d𝜑𝑒(𝑋))を満たす。

この定理の証明を参考に、以下の定理を示したい。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.1.1: 

 𝐺 :リー群, 𝔤 :リー環

Ad : 𝐺 → Aut(𝐺)

∈ ∈

𝑔 ↦ (𝑥 → 𝑔𝑥𝑔−1)

ad : 𝔤 → End(𝔤)

∈ ∈

𝑋 ↦ (𝑌 → [𝑋, 𝑌 ])

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 1.2.1.2: 

 𝐺 : Lie群, 𝔤 : Lie環

Ad(exp(𝑋)) = exp(ad(𝑋))

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO: もし、Aut(𝐺)が Lie群であり、End(𝔤)がそれに付随する Lie環(接空間)であるならば、上の定理がそのまま使える。 そうでないなら、𝜑を𝐺 → Aut(𝐻)とした別
の定理を示す必要がある。

1.2.2. 式変形を頑張るノリ

• 𝑀(𝑛 : ℂ)をℂ𝑛×𝑛と同一視することで、𝑀(𝑛 : ℂ)上に内積が定まる
• その内積からノルムと距離が定まる

• そのノルムから具体的な位相が定まるので、収束の議論がわかりやすくできる

‣「収束」の定義だけしておく。一般の位相構造には触れないで良いのでは？

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.2.1 (𝑀(𝑛 : ℂ)の内積) : 

TODO

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.2.2 (𝑀(𝑛 : ℂ)のノルム) : 

TODO

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.2.3 (𝑀(𝑛 : ℂ)の収束) : 

TODO

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 1.2.2.4 (Lie Groups, Lie Algebras, and Representations excise 14) : 

 𝐾 ≔ ℝもしくはℂ, 𝑑 ∈ 𝒁≥

𝑋, 𝑌 ∈ 𝑀(𝐾, 𝑑)について、
𝑚 times

⏞[𝑋, [𝑋, ⋯, [𝑋, 𝑌 ]⋯] = ∑
𝑚

𝑘=0
(𝑚

𝑘
)𝑋𝑘𝑌 (−𝑋)𝑚−𝑘

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO: 帰納法で行ける

𝐍𝐨𝐭𝐞: この定理は “Lie Groups, Lie Algebras, and Representations”（Brian Hall）Exercise 14 の参考記述であり、このリポジトリでは未証明である。証明の根拠として使用することは禁止する。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.2.5 (Lie Groups, Lie Algebras, and Representations Definition 1.4) : 

 GL(𝑛, ℂ) ≔ {𝑥は可逆 | 𝑥 ∈ M(𝑛, ℂ)}

このとき、GL(𝑛, ℂ)は群になる。

TODO: これを 2組でちゃんと書く

𝐆𝐋(𝑛, ℂ) ≔ (GL(𝑛, ℂ), ⋅)

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.2.6 (Lie Groups, Lie Algebras, and Representations Definition 1.4) : 

 𝐺 ⊂ 𝐆𝐋(𝑛, ℂ) で、以下の性質を満たす
1. 𝐺は部分群
2. ∀𝐴𝑚 : 𝑀(𝑛, ℂ)上収束する𝐺の元の列 𝐴 ≔ lim𝑚→∞ 𝐴𝑚とするとき、𝐴 ∈ 𝐺 ∨ 𝐴 ∉ 𝐆𝐋(𝑛, ℂ)

このとき、𝐺を Matrix Lie群という

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.2.2.7 (Lie Groups, Lie Algebras, and Representations Definition 3.32) : 

 𝐺 : Matrix Lie群

𝑔 ∈ 𝐺について、

Ad𝑔 : 𝐺 → 𝐺

∈ ∈

ℎ ↦ 𝑔ℎ𝑔−1

𝑋 ∈ 𝑀(𝑛, ℂ)について、

ad𝑋 : 𝑀(𝑛, ℂ) → 𝑀(𝑛, ℂ)

∈ ∈

𝑌 ↦ [𝑋, 𝑌 ]

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 1.2.2.8 (Lie Groups, Lie Algebras, and Representations Proposition 3.35) : 

 ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝑀(𝑛, ℂ)

𝑒ad𝑋(𝑌 ) = ∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞[𝑋, [𝑋, ⋯, [𝑋, 𝑌 ]⋯]

= 𝑌 + [𝑋, 𝑌 ] + 1
2
[𝑋, [𝑋, 𝑌 ]] + 1

6
[𝑋, [𝑋, [𝑋, 𝑌 ]]] + …

ただし、

0 times
⏞[𝑋, [𝑋, ⋯, [𝑋, 𝑌 ]⋯] = 𝑌  とする。

𝐍𝐨𝐭𝐞: この定理は “Lie Groups, Lie Algebras, and Representations”（Brian Hall）Proposition 3.35 の参考記述であり、このリポジトリでは未証明である。証明の根拠として使用することは禁止する。

𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 1.2.2.9 (Lie Groups, Lie Algebras, and Representations Proposition 3.35) : 

 ∀𝑋 ∈ 𝑀(𝑛, ℂ)𝑠.𝑡.(∀𝑡 ∈ ℝ exp(𝑡𝑋) ∈ 𝐺), ∀𝑌 ∈ 𝐺

exp(𝑋)𝑌 exp(−𝑋) = Adexp(𝑋)(𝑌 ) = exp(ad𝑋)(𝑌 )

𝐍𝐨𝐭𝐞: この定理は “Lie Groups, Lie Algebras, and Representations”（Brian Hall）Proposition 3.35 の参考記述であり、このリポジトリでは未証明である。証明の根拠として使用することは禁止する。

TODO: 一旦 𝑒𝑋𝑌 𝑒−𝑋 = 𝑒ad(𝑋)(𝑌 ) (Theorem 1.2.2.9) の証明は後回して、これが成り立ってるとして計算がどう進むかを見てみる

1.3. 𝑍と𝑌の反交換関係

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.3.1 (𝑍と𝑌の反交換関係) : 

[𝑍𝜇, 𝑍𝜈]
+

= 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀𝛿𝑀
(𝜇,𝜈), [𝑍𝜇, 𝑌𝜈]

+
= 0, [𝑌𝜇, 𝑌𝜈]

+
= 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀𝛿𝑀

(𝜇,𝜈)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝜇, 𝜈 ∈ 𝑀について、

𝜇 = 𝜈 のとき、

[𝑍𝜇, 𝑍𝜇]
+

= 𝑍𝜇𝑍𝜇 + 𝑍𝜇𝑍𝜇

= 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀

𝜇 < 𝜈のとき、

[𝑍𝜇, 𝑍𝜈]
+

= 𝑍𝜇𝑍𝜈 + 𝑍𝜈𝑍𝜇

= (𝜎𝑥
1⋯𝜎𝑥

𝜇−1 ⋅ 𝜎𝑧
𝜇) ⋅ (𝜎𝑥

1⋯𝜎𝑥
𝜇⋯𝜎𝑥

𝜈−1𝜎𝑧
𝜈) + (𝜎𝑥

1⋯𝜎𝑥
𝜇⋯𝜎𝑥

𝜈−1𝜎𝑧
𝜈) ⋅ (𝜎𝑥

1⋯𝜎𝑥
𝜇−1 ⋅ 𝜎𝑧

𝜇)

=
(

𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝜎𝑥 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑧

)

 ⋅

(

𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝜎𝑥 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



+
(

𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝜎𝑥 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)

 ⋅

(

𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝜎𝑥 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑧

)



=
(

𝜎𝑥 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝜎𝑥 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑧 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗
𝜇+1th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



+
(

𝜎𝑥 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝜎𝑥 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑥 ⋅ 𝜎𝑧 ⊗
𝜇+1th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



=
(

𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑧 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗
𝜇+1th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



+
(

𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑥 ⋅ 𝜎𝑧 ⊗
𝜇+1th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



=
(

𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑧 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗
𝜇+1th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



−
(

𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗ ⋯ ⊗

𝜇−1th

⏞𝐼(ℂ2)⊗𝑀 ⊗
𝜇th

⏞𝜎𝑧 ⋅ 𝜎𝑥 ⊗
𝜇+1th

⏞𝜎𝑥 ⊗ ⋯ ⊗
𝜈−1th
⏞𝜎𝑥 ⊗

𝜈
⏞𝜎𝑧

)



= 0

Q.E.D.

[𝑍𝜇, 𝑌𝜈]
+

TODO: 同様

[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+

TODO

1.4. 𝑍と𝑌の反交換関係

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.4.1 (𝑍と𝑌の反交換関係) : 

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(±)

𝜈 ]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼 (複合同順)

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(∓)

𝜈 ]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

⏟
[𝑍(±)

𝜇 ,𝑍(±)
𝜈 ]

+

+ (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝜇 + 𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀) (複合同順)

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑌𝜈]

+
= 0

[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(±)

𝜈 ]
+

= [∑
𝑀

𝑗=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

)), ∑
𝑀

𝑘=1
(({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−
√

−1𝑘2𝜋𝜈
𝑀

))]
+

= (∑
𝑀

𝑗=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

))) ⋅ (∑
𝑀

𝑘=1
(({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−
√

−1𝑘2𝜋𝜈
𝑀

)))

+(∑
𝑀

𝑘=1
(({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−
√

−1𝑘2𝜋𝜈
𝑀

))) ⋅ (∑
𝑀

𝑗=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

)))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

)) ⋅ (({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝜈

𝑀
)))

+ ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−
√

−1𝑘2𝜋𝜈
𝑀

)) ⋅ (({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
)))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−
√

−1𝑗2𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝜈

𝑀
)))

+ ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−
√

−1𝑘2𝜋𝜈
𝑀

) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
)))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝜈

𝑀
)))

+ ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑘 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝜈

𝑀
) ⋅ 𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
)))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑗𝑍𝑘 exp(−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
−

√
−1𝑘2𝜋𝜈

𝑀
)))

+ ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑘𝑍𝑗 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝜈

𝑀
−

√
−1𝑗2𝜋𝜇

𝑀
)))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑗𝑍𝑘 exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈))))

+ ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑘𝑍𝑗 exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑘𝜈 + 𝑗𝜇))))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑗𝑍𝑘 exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈)))

+(({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ 𝑍𝑘𝑍𝑗 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑘𝜈 + 𝑗𝜇))))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
((({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑗𝑍𝑘 exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈)))

+(({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1

∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ 𝑍𝑘𝑍𝑗 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑘𝜈 + 𝑗𝜇))))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1)

⋅ ((𝑍𝑗𝑍𝑘 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈))) + (𝑍𝑘𝑍𝑗 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑘𝜈 + 𝑗𝜇)))))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1)

⋅ ((𝑍𝑗𝑍𝑘 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈))) + (𝑍𝑘𝑍𝑗 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈)))))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈)) ⋅ (𝑍𝑗𝑍𝑘 + 𝑍𝑘𝑍𝑗))

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈)) ⋅ [𝑍𝑗, 𝑍𝑘]

+
)

= ∑
𝑀

𝑗,𝑘=1
(({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑘 ≠ 1
∓1 if 𝑘 = 1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑘𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀𝛿𝑀

(𝑗,𝑘))

= ∑
𝑀

𝑗=1

(





({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1

∓1 if 𝑗 = 1)
⏟
符号が jに関わらず一致しているので =1

⋅ exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑗𝜇 + 𝑗𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀

)





= ∑
𝑀

𝑗=1
(exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
(𝜇 + 𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀 (∵ Claim 1.1.10)

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(∓)

𝜈 ]
+

= ∑
𝑀

𝑗=1

(





({+1 if 𝑗 ≠ 1
∓1 if 𝑗 = 1) ⋅ ({+1 if 𝑗 ≠ 1

±1 if 𝑗 = 1)
⏟

𝑗=1の時のみ−1, その他の場合は+1

⋅ exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝑗𝜇 + 𝑗𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀

)





= (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝜇 + 𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)
⏟

𝑗=1の項を打ち消すために 2回引く

+ ∑
𝑀

𝑗=1
(exp(−

√
−12𝜋

𝑀
(𝑗𝜇 + 𝑗𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

⏟
[𝑍(±)

𝜇 ,𝑍(±)
𝜈 ]

+

+ (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝜇 + 𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑌𝜈]

+
, [𝑌𝜇, 𝑌𝜈]

+
についても同様

1.5. 𝑇𝑉1
(𝑍)と𝑍, 𝑌の関係

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.1 (𝐻(±)
1 ,𝐻2と𝑍(±)

𝜇 , 𝑌𝜇の交換関係) : 

[𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ] = 2 ⋅

(




{


exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑌(−𝜇) (𝜇 = −𝑀)
exp(−

√
−12𝜋(𝑀+𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀)
)




= 2 ⋅

(






{





𝑌(𝑀) (𝜇 = −𝑀)

exp(−
√

−12𝜋(𝑀+𝜇)
𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)

exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

𝑌(𝑀) (𝜇 = 𝑀)
)






= 2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝜇))

(





∵ 𝑌の定義より、𝑀ズレは値が等しくなるので、
𝑌(𝜇) = 𝑌(𝑀+𝜇),

exp(−
√

−12𝜋(−𝑀)
𝑀

) ⋅ 𝑌(−𝑀) = 1 ⋅ 𝑌(𝑀−2𝑀) = exp(−
√

−12𝜋𝑀
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝑀)
)





[𝐻(±)
1 , 𝑍(∓)

𝜇 ] = 2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝜇))

[𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇] = −2 ⋅

(





{



exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)
(𝜇) (𝜇 ≤ −1)

exp(−
√

−12𝜋(𝑀−𝜇)
𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)

(−𝑀+𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)

(−𝜇) (𝜇 = 𝑀)
)





= −2 ⋅

(







{




𝑍(±)

(−𝑀) (𝜇 = −𝑀)

exp(−
√

−12𝜋(−𝜇)
𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)

exp(−
√

−12𝜋(𝑀−𝜇)
𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)

(−𝑀+𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

𝑍(±)
(−𝑀) (𝜇 = 𝑀)

)







= −2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋(−𝜇)
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
(𝜇) )

= −2 ⋅ (exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
(𝜇) )

(





∵ 𝑍の定義より、𝑀ズレは値が等しくなるので、

𝑍(±)
(𝜇) = 𝑍(±)

(−𝑀+𝜇),

exp(−
√

−12𝜋(𝑀)
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
(−𝑀) = 1 ⋅ 𝑍(±)

(𝑀−2𝑀) = exp(−
√

−12𝜋(−𝑀)
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
(𝑀))






[𝐻2, 𝑍(−)
𝜇 ] = −2

(




{


𝑌(−𝜇) (𝜇 = −𝑀)

𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
𝑌𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀) )





= −2 ⋅ 𝑌𝜇

(∵同様)

[𝐻2, 𝑍(+)
𝜇 ] = −2

(




{


𝑌(−𝜇) (𝜇 = −𝑀)

𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
𝑌𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀) )





+ 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)
)


= −2 ⋅ 𝑌𝜇

+ 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)
)


[𝐻2, 𝑌𝜇] = 2 ⋅

(




{


𝑍(−)

𝜇 (𝜇 ≤ −1)
𝑍(−)

(−𝑀+𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

𝑍(−)
(−𝜇) (𝜇 = 𝑀)

)




= 2 ⋅ 𝑍(−)
𝜇

𝐍𝐨𝐭𝐞:

𝐻(±)
1 = 1

𝑀
∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

𝐻2 = 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗)

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(±)

𝜈 ]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(∓)

𝜈 ]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

⏟
[𝑍(±)

𝜇 ,𝑍(±)
𝜈 ]

+

+ (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

(𝜇 + 𝜈)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)

[𝑍(±)
𝜇 , 𝑌𝜈]

+
= 0

[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼

∑
𝑀

𝑗=1
exp(𝑘 ⋅ 2𝜋

√
−1𝑗

𝑀
) = 𝑀𝛿𝑀

(𝑘,0)

 

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

1. [𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]について、

𝜇 ∈ ℳ︀について、

[𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ] =

[





𝐻(±)
1

⏞1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
)), 𝑍(±)

𝜇

]





= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

)
 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 − 𝑍(±)
𝜇 ⋅

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

)


)


= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) ⋅ 𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 )
)
 −

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

𝜇 𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 )

)


)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 ) − (exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
𝜇 𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

)(𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 − 𝑍(±)
𝜇 𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

)(𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 + 𝑌𝑗𝑍(±)
𝜇 𝑍(±)

−𝑗 ))
)
 (∵ Claim 1.4.1 より、̂𝑍(±)

𝜇 𝑌𝑗 = −𝑌𝑗𝑍(±)
𝜇 )

= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ (𝑍(±)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 + 𝑍(±)
𝜇 𝑍(±)

−𝑗 ))
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ [𝑍(±)
−𝑗 , 𝑍(±)

𝜇 ]
+
)

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ (2𝑀 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0 ⋅ 𝐼(ℂ2)⊗𝑀))

)
 (∵ Claim 1.4.1)

= 2 ⋅
(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
((𝛿𝑀

(−𝑗)+𝜇,0) ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝐼(ℂ2)⊗𝑀)
)


= 2 ⋅

(




∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−𝑗)+𝜇≡0 mod 𝑀

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗)

)




𝐍𝐨𝐭𝐞: (−𝑗 + 𝜇 = 2𝑀, 𝑀, 0, −𝑀, −2𝑀)

(




𝜇 − 𝑗 =

{


2𝑀

𝑀
0
−𝑀
−2𝑀

𝑗 − 𝜇 =

{


2𝑀

𝑀
0
−𝑀
−2𝑀

𝑗 =

{


2𝑀+𝜇

𝑀+𝜇
0+𝜇
−𝑀+𝜇
−2𝑀+𝜇

𝑗 = {
−𝜇 (𝜇=−𝑀)
𝑀+𝜇 (−𝑀+1≤𝜇≤−1)
𝜇 (1≤𝜇≤𝑀)

)




= 2 ⋅

(





∑

{
𝑗=𝑀 (𝜇=−𝑀)
𝑗=𝑀+𝜇 (−𝑀+1≤𝜇≤−1)
𝑗=𝜇 (1≤𝜇≤𝑀)

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗)

)





= 2 ⋅

(




{


exp(−

√
−12𝜋𝑀

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝑀 (𝜇 = −𝑀)
exp(−

√
−12𝜋(𝑀+𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀)
)




= 2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌𝜇)

∎

2.[𝐻(±)
1 , 𝑍(∓)

𝜇 ]について、

𝜇 ∈ ℳ︀について、

[𝐻(±)
1 , 𝑍(∓)

𝜇 ] =

[





𝐻(±)
1

⏞1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
)), 𝑍(∓)

𝜇

]





= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

([𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
), 𝑍(∓)

𝜇 ])

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ [𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 , 𝑍(∓)

𝜇 ])

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑍(∓)

𝜇 − 𝑍(∓)
𝜇 𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑍(∓)

𝜇 − 𝑍(∓)
𝜇 𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑍(∓)

𝜇 + 𝑌𝑗𝑍(∓)
𝜇 𝑍(±)

−𝑗 )) (∵ Claim 1.4.1 より、̂𝑍(∓)
𝜇 𝑌𝑗 = −𝑌𝑗𝑍(∓)

𝜇 )

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ (𝑍(±)
−𝑗 𝑍(∓)

𝜇 + 𝑍(∓)
𝜇 𝑍(±)

−𝑗 ))

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ [𝑍(±)
−𝑗 , 𝑍(∓)

𝜇 ]
+
)

= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(





exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅

(





2𝑀𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

⏟
[𝑍(±)

−𝑗 ,𝑍(±)
𝜇 ]

+

+ (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)

)





)





= 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ (2𝑀𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀))

+ 1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀))

= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0)

− 4
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)

= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0) − 4

𝑀
∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌𝑗)

= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0) − 4

𝑀
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗)

= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0) − 4

𝑀
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(∑

𝑀

𝑘=1
(𝑌𝑘 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝑗

𝑀
)))

= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0) − 4

𝑀
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ ∑

𝑀

𝑘=1(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑘 exp(−

√
−1𝑘2𝜋𝑗

𝑀
))

)


= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0) − 4

𝑀
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ ∑

𝑀

𝑘=1(
𝑌𝑘 ⋅ ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(exp(−𝑘

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

)


= 2 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗 ⋅ 𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0) − 4

𝑀
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ ∑

𝑀

𝑘=1
(𝑌𝑘 ⋅ 𝑀𝛿𝑀

(𝑘,0)) (∵ Claim 1.1.10)

𝐍𝐨𝐭𝐞:

(−𝑗) + 𝜇 ≡ 0 mod 𝑀

(−𝑗) + 𝜇 =

{



0

𝑀
2𝑀
−𝑀
−2𝑀

−𝑗 =

{



0 − 𝜇

𝑀 − 𝜇
2𝑀 − 𝜇
−𝑀 − 𝜇
−2𝑀 − 𝜇

𝑗 =

{



𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀)

-M + mu
−2M + mu
𝑀 + 𝜇 (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
2𝑀 + 𝜇 (𝜇 = −𝑀)

= 2

{


exp(−

√
−12𝜋(2𝑀+𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑌(2𝑀+𝜇) (𝜇 = −𝑀)
exp(−

√
−12𝜋(𝑀+𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀)
− 0

= 2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌𝜇)

2.[𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]について、

𝜇 ∈ ℳ︀について、

[𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇] =

[





𝐻(±)
1

⏞1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
)), 𝑌𝜇

]





(note :交換関係カッコはなるべく外さずに進めた方が計算見やすそう)

= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

)
 ⋅ 𝑌𝜇 − 𝑌𝜇 ⋅

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
))

)


)


= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) ⋅ 𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 𝑌𝜇)

)
 −

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) ⋅ 𝑌𝜇𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 )

)


)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑌𝜇) − (exp(−

√
−12𝜋𝑗

𝑀
) ⋅ 𝑌𝜇𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (𝑌𝑗𝑍
(±)
−𝑗 𝑌𝜇 − 𝑌𝜇𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (−𝑌𝑗𝑌𝜇𝑍(±)
−𝑗 − 𝑌𝜇𝑌𝑗𝑍

(±)
−𝑗 ))

)
 (∵ Claim 1.4.1 より、̂𝑍(±)

−𝑗 𝑌𝜇 = −𝑌𝜇𝑍(±)
−𝑗 )

= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (−𝑌𝑗𝑌𝜇 − 𝑌𝜇𝑌𝑗) ⋅ 𝑍(±)
−𝑗 )

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (−[𝑌𝑗, 𝑌𝜇]
+
) ⋅ 𝑍(±)

−𝑗 )
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ (−2𝑀𝛿𝑀
𝑗+𝜇,0 ⋅ 𝐼(ℂ2)⊗𝑀) ⋅ 𝑍(±)

−𝑗 )
)


= −2 ⋅
(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝛿𝑀

𝑗+𝜇,0 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
−𝑗 )

)


𝐍𝐨𝐭𝐞: (𝑗 + 𝜇 = 2𝑀, 𝑀, 0, −𝑀, −2𝑀)

(








{









𝜇=−𝑀⇒𝑗=𝑀

𝜇=−𝑀+1⇒𝑗=𝑀−1
…
𝜇=−1⇒𝑗=1
𝜇=1⇒𝑗=𝑀−1
𝜇=2⇒𝑗=𝑀−2
…
𝜇=𝑀−1⇒𝑗=1
𝜇=𝑀⇒𝑗=𝑀 )









= −2 ⋅

(






∑

{
𝑗=−𝜇 (𝜇≤−1)
𝑗=𝑀−𝜇 (1≤𝜇≤𝑀−1)
𝑗=𝑀 (𝜇=𝑀)⏟

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
−𝑗 )

)






= −2 ⋅

(





∑

{
𝑗=−𝜇 (𝜇≤−1)
𝑗=𝑀−𝜇 (1≤𝜇≤𝑀−1)
𝑗=𝑀 (𝜇=𝑀)

(exp(−
√

−12𝜋𝑗
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
−𝑗 )

)





= −2 ⋅

(





{



exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)
−(−𝜇) (𝜇 ≤ −1)

exp(−
√

−12𝜋(𝑀−𝜇)
𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)

−(𝑀−𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

exp(−
√

−12𝜋𝑀
𝑀 ) ⋅ 𝑍(±)

−𝑀 (𝜇 = 𝑀)
)





∎

3.[𝐻2, 𝑍(±)
𝜇 ]について、

𝜇 ∈ ℳ︀について、

[𝐻2, 𝑍(±)
𝜇 ] =

[





𝐻2

⏞1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗), 𝑍(±)

𝜇

]





= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)
 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 − 𝑍(±)
𝜇 ⋅

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)


)


= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)
 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 − 𝑍(±)
𝜇 ⋅

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)


)


= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗𝑍(±)
𝜇 )

)
 −

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(±)

𝜇 𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗)

)


)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗𝑍(±)

𝜇 − 𝑍(±)
𝜇 𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−𝑍(−)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 𝑌𝑗 − 𝑍(±)
𝜇 𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)
 (∵ Claim 1.4.1 より、̂𝑍(±)

𝜇 𝑌𝑗 = −𝑌𝑗𝑍(±)
𝜇 )

= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((−𝑍(−)
−𝑗 𝑍(±)

𝜇 − 𝑍(±)
𝜇 𝑍(−)

−𝑗 ) ⋅ 𝑌𝑗)
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((−[𝑍(−)
−𝑗 , 𝑍(±)

𝜇 ]
+
) ⋅ 𝑌𝑗)

)


= 1
𝑀

(





∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(





(−[𝑍(±)
𝜇 , 𝑍(−)

−𝑗 ]
+
)

⏟
𝑍の符号によって計算結果が分岐する

⋅ 𝑌𝑗

)





)





3.1.[𝐻2, 𝑍(−)
𝜇 ]について、

1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((−[𝑍(−)
𝜇 , 𝑍(−)

−𝑗 ]
+
) ⋅ 𝑌𝑗)

)
 = 1

𝑀 (
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
((−2𝑀𝛿𝑀

(−𝑗)+𝜇,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀) ⋅ 𝑌𝑗)
)


= −2
(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
((𝛿𝑀

(−𝑗)+𝜇,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀) ⋅ 𝑌𝑗)
)


= −2
(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
((𝛿𝑀

(−𝑗)+𝜇,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀) ⋅ 𝑌𝑗)
)


= −2

(





∑

{
𝑗=𝑀 (𝜇=−𝑀)
𝑗=𝑀+𝜇 (−𝑀+1≤𝜇≤−1)
𝑗=𝜇 (1≤𝜇≤𝑀)

(𝑌𝑗)

)





= −2

(




{


𝑌𝑀 (𝜇 = −𝑀)

𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
𝑌𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀) )





3.2.[𝐻2, 𝑍(+)
𝜇 ]について、

1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((−[𝑍(+)
𝜇 , 𝑍(−)

−𝑗 ]
+
) ⋅ 𝑌𝑗)

)


= 1
𝑀

(





∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(





(





−2𝑀𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

⏟
[𝑍(±)

𝜇 ,𝑍(±)
(−𝑗)]

+

+ (−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 2𝐼(ℂ2)⊗𝑀)

)





⋅ 𝑌𝑗

)





)





= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

((−2𝑀𝛿𝑀
(−𝑗)+𝜇,0 ⋅ 𝑌𝑗 + (−2 exp(−

√
−12𝜋

𝑀
((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)))

)


= 1
𝑀

(





∑

{
𝑗=𝑀 (𝜇=−𝑀)
𝑗=𝑀+𝜇 (−𝑀+1≤𝜇≤−1)
𝑗=𝜇 (1≤𝜇≤𝑀)

(−2𝑀 ⋅ 𝑌𝑗) + ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)

)





= −2

(





∑

{
𝑗=𝑀 (𝜇=−𝑀)
𝑗=𝑀+𝜇 (−𝑀+1≤𝜇≤−1)
𝑗=𝜇 (1≤𝜇≤𝑀)

(𝑌𝑗)

)





+ 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)
)


= −2

(




{


𝑌𝑀 (𝜇 = −𝑀)

𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)
𝑌𝜇 (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀) )





+ 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(−2 exp(−
√

−12𝜋
𝑀

((−𝑗) + 𝜇)) ⋅ 𝑌𝑗)
)


[𝐻2, 𝑌𝜇]について、

[𝐻2, 𝑌𝜇]

=

[





𝐻2

⏞1
𝑀

∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗), 𝑌𝜇

]





= 1
𝑀 (


(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)
 ⋅ 𝑌𝜇 − 𝑌𝜇 ⋅

(
 ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)


)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗𝑌𝜇) − ∑

𝑗∈{1,⋯,𝑀}
(𝑌𝜇𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗𝑌𝜇 − 𝑌𝜇𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝑗)
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 𝑌𝑗𝑌𝜇 + 𝑍(−)

−𝑗 𝑌𝜇𝑌𝑗)
)
 (∵ Claim 1.4.1)

= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 (𝑌𝑗𝑌𝜇 + 𝑌𝜇𝑌𝑗))

)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(𝑍(−)
−𝑗 [𝑌𝑗, 𝑌𝜇]

+
)
)


= 1
𝑀 (

 ∑
𝑗∈{1,⋯,𝑀}

(2𝑀𝛿𝑀
𝑗+𝜇,0 ⋅ 𝑍(−)

−𝑗 )
)


= 2

(





∑

{
𝑗=−𝜇 (𝜇≤−1)
𝑗=𝑀−𝜇 (1≤𝜇≤𝑀−1)
𝑗=𝑀 (𝜇=𝑀)

(𝑍(−)
−𝑗 )

)





= 2

(




{


𝑍(−)

𝜇 (𝜇 ≤ −1)
𝑍(−)

(−𝑀+𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

𝑍(−)
(−𝑀) (𝜇 = 𝑀)

)




𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.2: 

𝑛 ≥ 0とする。

(ℎ1.𝑧)
𝑛 times

⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , …, [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]…] =
{

(−1)𝑛−1

2 ⋅ (2𝐾1)
𝑛 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)
(−1)𝑛

2 ⋅ (2𝐾1)
𝑛 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

ただし𝑛 = 0のときは、
0 times

⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , …, [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]…] = 𝑍(±)
𝜇

と定める。

(ℎ1.𝑦)
𝑛 times

⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , …, [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]…] =

{

(−1)𝑛+1

2 ⋅ (2𝐾1)
𝑛 ⋅ exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑍(+)
𝜇 (𝑛 is odd)

(−1)𝑛
2 ⋅ (2𝐾1)

𝑛 ⋅ 𝑌𝜇 (𝑛 is even)

ただし𝑛 = 0のときは、
0 times

⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , …, [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]…] = 𝑌𝜇

と定める。

(ℎ2.𝑧+)
𝑛 times

⏞
[𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, …, [𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(+)

𝜇 ]…] =メモ(0322) これは使われない

ただし𝑛 = 0のときは、
0 times

⏞
[𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, …, [𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(+)

𝜇 ]…] = 𝑍(+)
𝜇

と定める。

(ℎ2.𝑧−)
𝑛 times

⏞
[𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, …, [𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)

𝜇 ]…] =
{

(−1)𝑛+1

2 ⋅ (2𝐾∗
2)𝑛 ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

(−1)𝑛
2 ⋅ (2𝐾∗

2)𝑛 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 (𝑛 is even)

ただし𝑛 = 0のときは、
0 times

⏞
[𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, …, [𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)

𝜇 ]…] = 𝑍(−)
𝜇

と定める。

(ℎ2.𝑦)
𝑛 times

⏞
[𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, …, [𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, 𝑌𝜇]…] =

{

(−1)𝑛−1

2 ⋅ (2𝐾∗
2)𝑛 ⋅ 𝑍(−)

𝜇 (𝑛 is odd)
(−1)𝑛

2 ⋅ (2𝐾∗
2)𝑛 ⋅ 𝑌𝜇 (𝑛 is even)

ただし𝑛 = 0のときは、
0 times

⏞
[𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, …, [𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, 𝑌𝜇]…] = 𝑌𝜇

と定める。

𝐍𝐨𝐭𝐞: Claim 1.5.1

𝐍𝐨𝐭𝐞:

(ℎ1.𝑧) 𝑛 = 0
0 times

⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , …, [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]…] = 𝑍(±)
𝜇

𝑛 = 1

[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ] = 𝐾1 ⋅ [𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]

= 𝐾1 ⋅ 2 ⋅

(






{





𝑌(𝑀) (𝜇 = −𝑀)

exp(−
√

−12𝜋(𝑀+𝜇)
𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝑀+𝜇) (−𝑀 + 1 ≤ 𝜇 ≤ −1)

exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌(𝜇) (1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 − 1)

𝑌(𝑀) (𝜇 = 𝑀)
)






= 𝐾1 ⋅ 2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝜇))

(∵ 𝑌の定義より、Mズレは値が等しくなるので、𝑌(𝜇) = 𝑌(𝑀+𝜇), exp(−
√

−12𝜋(−𝑀)
𝑀

) ⋅ 𝑌(−𝑀) = 1 ⋅ 𝑌(𝑀−2𝑀) = exp(−
√

−12𝜋𝑀
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝑀))

𝑛 = 2

[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , 𝑍(±)
𝜇 ]] = [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , 𝐾1 ⋅ 2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝜇))]

= 𝐾2
1 ⋅ 2 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ [𝐻(±)

1 , 𝑌(𝜇)]

= 𝐾2
1 ⋅ 2 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ (−2 ⋅ (exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇) ))

= 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ exp

(




0
⏞
−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
)




⋅ 𝑍(±)
(𝜇)

= 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ 𝑍(±)

(𝜇)

𝑛 = 3

[




𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 ,

𝑛=2
⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]]

]




= [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝐾2

1 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ 𝑍(±)
(𝜇) ]

= 𝐾1 ⋅ 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ [𝐻(±)

1 , 𝑍(±)
(𝜇) ]

= 𝐾1 ⋅ 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ (2 ⋅ (exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌(𝜇)))

= 𝐾3
1 ⋅ 23 ⋅ (−1)1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌(𝜇)

𝑛 = 4

[




𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 ,

𝑛=3
⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , 𝑍(±)
𝜇 ]]]

]




= [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝐾3

1 ⋅ 23 ⋅ (−1)1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) ⋅ 𝑌(𝜇)]

= 𝐾1 ⋅ 𝐾3
1 ⋅ 23 ⋅ (−1)1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ [𝐻(±)

1 , 𝑌(𝜇)]

= 𝐾1 ⋅ 𝐾3
1 ⋅ 23 ⋅ (−1)1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ (−2 ⋅ (exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇) ))

= 𝐾4
1 ⋅ 24 ⋅ (−1)2 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇)

= 𝐾4
1 ⋅ 24 ⋅ (−1)2 ⋅ exp

(




0
⏞
−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
)




⋅ 𝑍(±)
(𝜇)

= 𝐾4
1 ⋅ 24 ⋅ (−1)2 ⋅ 𝑍(±)

(𝜇)

(ℎ1.𝑦)

𝑛 = 0
0 times

⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , …, [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]…] = 𝑌𝜇

𝑛 = 1

[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇] = 𝐾1 ⋅ [𝐻(±)

1 , 𝑌𝜇]

= 𝐾1 ⋅ (−2 ⋅ (exp(−
√

−12𝜋(−𝜇)
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
(𝜇) ))

= 𝐾1 ⋅ 2 ⋅ (−1) ⋅ exp(−
√

−12𝜋(−𝜇)
𝑀

) ⋅ 𝑍(±)
(𝜇)

𝑛 = 2

[




𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 ,

𝑛=1
⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , 𝑌𝜇]

]




= [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝐾1 ⋅ 2 ⋅ (−1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇) ]

= 𝐾2
1 ⋅ 2 ⋅ (−1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ [𝐻(±)

1 , 𝑍(±)
(𝜇) ]

= 𝐾2
1 ⋅ 2 ⋅ (−1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ (2 ⋅ (exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌(𝜇)))

= 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1) ⋅ exp(−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
) ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌(𝜇)

= 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1) ⋅ exp

(




0
⏞
−

√
−12𝜋(−𝜇)

𝑀
−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
)




⋅ 𝑌(𝜇)

= 𝐾2
1 ⋅ 22 ⋅ (−1) ⋅ 𝑌(𝜇)

𝑛 = 3

[




𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 ,

𝑛=2
⏞
[𝐾1 ⋅ 𝐻(±)

1 , [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]]

]




= [𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝐾2

1 ⋅ 22 ⋅ (−1) ⋅ 𝑌(𝜇)]

= 𝐾3
1 ⋅ 22 ⋅ (−1) ⋅ [𝐻(±)

1 , 𝑌(𝜇)]

= 𝐾3
1 ⋅ 22 ⋅ (−1) ⋅ (−2 ⋅ (exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇) ))

= 𝐾3
1 ⋅ 23 ⋅ (−1)2 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑍(±)

(𝜇)

(ℎ2.𝑧 −)

𝑛 = 1

[(𝐾∗
2) ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)

𝜇 ] = (𝐾∗
2) ⋅ [𝐻2, 𝑍(−)

𝜇 ]

= (𝐾∗
2) ⋅ (−2 ⋅ 𝑌𝜇)

= (𝐾∗
2)1 ⋅ 21 ⋅ (−1)1 ⋅ 𝑌𝜇

𝑛 = 2

[



(𝐾∗
2) ⋅ 𝐻2,

𝑛=1
⏞
[(𝐾∗

2) ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)
𝜇 ]

]



= [(𝐾∗
2) ⋅ 𝐻2, (𝐾∗

2)1 ⋅ 21 ⋅ (−1)1 ⋅ 𝑌𝜇]

= (𝐾∗
2)2 ⋅ 21 ⋅ (−1)1 ⋅ [𝐻2, 𝑌𝜇]

= (𝐾∗
2)2 ⋅ 21 ⋅ (−1)1 ⋅ (2 ⋅ 𝑍(−)

𝜇 )

= (𝐾∗
2)2 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ 𝑍(−)

𝜇

𝑛 = 3

[



(𝐾∗
2) ⋅ 𝐻2,

𝑛=2
⏞
[(𝐾∗

2) ⋅ 𝐻2, [(𝐾∗
2) ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)

𝜇 ]]

]



= [(𝐾∗
2) ⋅ 𝐻2, (𝐾∗

2)2 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 ]

= (𝐾∗
2)3 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ [𝐻2, 𝑍(−)

𝜇 ]

= (𝐾∗
2)3 ⋅ 22 ⋅ (−1)1 ⋅ (−2 ⋅ 𝑌𝜇)

= (𝐾∗
2)3 ⋅ 23 ⋅ (−1)2 ⋅ 𝑌𝜇

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO : note参考にして、帰納法で行ける

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.3 (Claim 1.5.2を使い、consh/sinhの展開係数っぽくする) : 

 (ℎ1.𝑧)
𝑛 times

⏞
[(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , …, [(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]…] =
{



√
−1 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

(ℎ1.𝑦)
𝑛 times

⏞
[(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , …, [(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]…] =

{



√
−1 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 )(次回 0419) expの方の符号がミスっている⋅ 𝑍(+)

𝜇 (𝑛 is odd)
𝐾𝑛

1 ⋅ 𝑌𝜇 (𝑛 is even)

(ℎ2.𝑧−)
𝑛 times

⏞
[
√

−1 ⋅ 𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, …, [

√
−1 ⋅ 𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)
𝜇 ]…] =

{

−

√
−1 ⋅ (2𝐾∗

2)𝑛 ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)
(2𝐾∗

2)𝑛 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 (𝑛 is even)

(ℎ2.𝑦)
𝑛 times

⏞
[
√

−1 ⋅ 𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, …, [

√
−1 ⋅ 𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, 𝑌𝜇]…] =
{



√
−1 ⋅ (2𝐾∗

2)𝑛 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 (𝑛 is odd)

(2𝐾∗
2)𝑛 ⋅ 𝑌𝜇 (𝑛 is even)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:
𝑛 times

⏞
[(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , …, [(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]…] =
{

(−1)𝑛−1

2 ⋅ (2(1
2)

√
−1 ⋅ 𝐾1)

𝑛
⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)
(−1)𝑛

2 ⋅ (2(1
2)

√
−1 ⋅ 𝐾1)

𝑛
⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

=
{

(−1)𝑛−1

2 ⋅ (
√

−1)
𝑛

⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)
(−1)𝑛

2 ⋅ (
√

−1)
𝑛

⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

=
{

(−1)𝑛−1

2 ⋅ (−1)𝑛
2 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

(−1)𝑛
2 ⋅ (−1)𝑛

2 ⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

=
{

(−1)(𝑛−1

2 +𝑛
2 ) ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

(−1)(𝑛
2 +𝑛

2 ) ⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

=
{

(−1)(2𝑛+2

2 +1
2) ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

(−1)(𝑛
2 +𝑛

2 ) ⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

=
{

(−1)𝑛+1 ⋅ (−1)1

2 ⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)
(−1)𝑛 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ 𝑍(±)
𝜇 (𝑛 is even)

=
{



√
−1 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

=
{



√
−1 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.4 (sinh / coshのテイラー展開) : 

sinh 𝑥 = 𝑥 + ( 1
3!

)𝑥3 + ( 1
5!

)𝑥5 + ( 1
7!

)𝑥7 + …

= ∑
∞

𝑛≥0
𝑛 is odd

( 1
𝑛!

)𝑥𝑛

cosh 𝑥 = 1 + ( 1
2!

)𝑥2 + ( 1
4!

)𝑥4 + ( 1
6!

)𝑥6 + …

= ∑
∞

𝑛≥1
𝑛 is even

( 1
𝑛!

)𝑥𝑛

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.5 () : 

(ℎ1.𝑧)

∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , …, [(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(±)

𝜇 ]…]

= cosh(𝐾1) ⋅ 𝑍(±)
𝜇 +

√
−1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ sinh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇

(ℎ1.𝑦)

∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , …, [(1

2
)
√

−1 ⋅ 𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑌𝜇]…]

= −
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) sinh(𝐾1) ⋅ 𝑍(±)
𝜇 + cosh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇

(ℎ2.𝑧+)

∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[
√

−1 ⋅ 𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, …, [

√
−1 ⋅ 𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(+)
𝜇 ]…]

= (メモ(0322) これは使われない)

(ℎ2.𝑧−)

∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[
√

−1 ⋅ 𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, …, [

√
−1 ⋅ 𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)
𝜇 ]…]

= cosh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 −
√

−1 sinh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑌𝜇

(ℎ2.𝑦)

∑
∞

𝑛=0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[
√

−1 ⋅ 𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, …, [

√
−1 ⋅ 𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, 𝑌𝜇]…]

=
√

−1 sinh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 + cosh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑌𝜇

𝐍𝐨𝐭𝐞:

sinh 𝑥 = 𝑥 + ( 1
3!

)𝑥3 + ( 1
5!

)𝑥5 + ( 1
7!

)𝑥7 + …

cosh 𝑥 = 1 + ( 1
2!

)𝑥2 + ( 1
4!

)𝑥4 + ( 1
6!

)𝑥6 + …

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

(ℎ1.𝑧)について、

(左辺) = ( 1
0!

)𝑍(±)
𝜇 + ∑

∞

𝑛=1
( 1

𝑛!
)
(


{



√
−1 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even))


= ∑
𝑛≥0

𝑛 is even

(( 1
𝑛!

)𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 ) + ∑
𝑛≥1

𝑛 is odd

(( 1
𝑛!

)
√

−1 ⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌𝜇)

=

(

 ∑

𝑛≥0
𝑛 is even

(( 1
𝑛!

)𝐾𝑛
1 )

)

 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 +
√

−1 ⋅ exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

)

(

 ∑

𝑛≥1
𝑛 is odd

(( 1
𝑛!

)𝐾𝑛
1 )

)

 ⋅ 𝑌𝜇

= cosh(𝐾1) ⋅ 𝑍(±)
𝜇 +

√
−1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ sinh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇

(ℎ1.𝑦)について、

(左辺) = ( 1
0!

)𝑌𝜇 + ∑
∞

𝑛=1
( 1

𝑛!
)
(


{



√
−1 ⋅ 𝐾𝑛

1 ⋅ exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) ⋅ 𝑌𝜇(𝑛 is odd)

𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 (𝑛 is even))


= ∑
𝑛≥0

𝑛 is even

(( 1
𝑛!

)𝐾𝑛
1 ⋅ 𝑍(±)

𝜇 ) + ∑
𝑛≥1

𝑛 is odd

(( 1
𝑛!

)
√

−1 ⋅ 𝐾𝑛
1 ⋅ exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ 𝑌𝜇)

(ℎ2.𝑧−)について、

(左辺) = ( 1
0!

)𝑍(−)
𝜇 + ∑

∞

𝑛=1
( 1

𝑛!
)
(


{



√
−1 ⋅ 𝐾∗𝑛

2 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 (𝑛 is even)

√
−1 ⋅ 𝐾∗𝑛

2 ⋅ 𝑌𝜇 (𝑛 is odd) )


= ∑
𝑛≥0

𝑛 is even

(( 1
𝑛!

)𝐾∗𝑛

2 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 ) + ∑

𝑛≥1
𝑛 is odd

(( 1
𝑛!

)
√

−1 ⋅ 𝐾∗𝑛

2 ⋅ 𝑌𝜇)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.6 () : 

 (0313メモ) 一旦以下は受け入れる(リー環/リー群掘らないと行けなさそうで面倒)

(1011メモ) と思ったけど、行列の級数の計算をきっちりやればリー環/リー群まで行かなくてもできそう

exp(𝑋)𝑌 exp(−𝑋) = Adexp(𝑋)(𝑌 )

= exp(ad𝑋)(𝑌 )

= 𝑒ad𝑋(𝑌 )

= 𝑌 + [𝑋, 𝑌 ] + 1
2
[𝑋, [𝑋, 𝑌 ]] + …

= ∑
∞

𝑛≥0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞[𝑋, …, [𝑋, 𝑌 ]…]

(


ただし𝑛 = 0のとき、

𝑛 times
⏞[𝑋, …, [𝑋, 𝑌 ]…]は、𝑋と定める

)



𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.7 (自己同型群/内部自己同型群/外部自己同型群) : 

 群𝐺について、

Aut(𝐺) ≔ {𝜑 | 𝜑 : 𝐺 → 𝐺, 𝜑 は群同型}

Aut(𝐺)を、群𝐺の自己同型群と呼ぶ。

また、

𝑔 ∈ 𝐺について、

𝜑𝑔 : 𝐺 → 𝐺

∈ ∈

ℎ ↦ 𝑔ℎ𝑔−1

と定め、

𝜑 : 𝐺 → Aut(𝐺)

∈ ∈

𝑔 ↦ 𝜑𝑔

と定める時、

Im(𝜑)を𝐺の内部自己同型群と呼び、Inn(𝐺)と書く。

また、

Aut(𝐺)/Inn(𝐺)を𝐺の外部自己同型群と呼び、Out(𝐺)と書く

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.8 (自己同型群の完全列) : 

 群𝐺について、

1 → 𝑍(𝐺) → 𝐺 → Aut(𝐺) → Out(𝐺) → 1

は完全列をなす

TODO:

• Ker, Imの定義

• Z(G)の定義

• 完全列の定義

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO:

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.9 (環の乗法群) : 

 環 𝑹 = (𝑅, +𝑅, ⋅𝑅) について、

𝑹× ≔ {𝑟 は ⋅𝑅について可逆 | 𝑟 ∈ 𝑹}

と定める時、 𝑹× は ⋅𝑅 について群をなす。

これを 𝑹 の乗法群と呼ぶ。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.10 (TODO: クリフォード群云々) : 

• クリフォード群の定義 (2x2パウリ行列のクロネッカー積からつくる)

• 𝑇𝑔の定義をクリフォード群の元に狭める

• 多分𝑇の(定数倍除いた)単射性が大事そうなので示す

‣ これはちょっと抽象的になる可能性がある(Clと行列環の同型を示す or 認める はあんまりやりたくない)ので以下から試す？

‣ 試す 1. 𝑉を具体的な行列として書く、がゴールなので 𝑇(𝑉 )からその表式を見つけられないか？

‣ 試す 2. 𝑇の(定数倍除いた)単射性を(Clに触れずに)示す

‣ だめだったら 3. Clと行列環の同型を認め、𝑇の(定数倍除いた)単射性も認め、計算を先に進める

– あとから Clの一般論まで戻って示す

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.11 (𝑇𝑔) : 

𝑔 ∈ (Mat(2, ℂ)⊗𝑀)×
 について、

𝑇𝑔 : Mat(2, ℂ)⊗𝑀 → Mat(2, ℂ)⊗𝑀

∈ ∈

ℎ ↦ 𝑔 ⋅ ℎ ⋅ 𝑔−1

と定める

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.12 (ホロノミック量子場 p142下段 1>) : 

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 ) = (𝑉 (±)
1 )

1
2 ⋅ 𝑍(−)

𝜇 ⋅ (𝑉 (±)
1 )

−1
2

= cosh(𝐾1) ⋅ 𝑍(−)
𝜇 +

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) sinh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)(

cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
)

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑌𝜇) = (𝑉 (±)

1 )
1
2 ⋅ 𝑌𝜇 ⋅ (𝑉 (±)

1 )
−1

2

= −
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) sinh(𝐾1) ⋅ 𝑍(−)
𝜇 + cosh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)(

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1)

)

𝑇𝑉2
(𝑍(−)

𝜇 ) = 𝑉2 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 ⋅ 𝑉 −1

2

= cosh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 −
√

−1 sinh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑌𝜇

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)(

cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

)

𝑇𝑉2
(𝑌𝜇) = 𝑉2 ⋅ 𝑌𝜇 ⋅ 𝑉 −1

2

=
√

−1 sinh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 + cosh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑌𝜇

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)(

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 )について、

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 ) = (𝑉 (±)
1 )

1
2 ⋅ 𝑍(−)

𝜇 ⋅ (𝑉 (±)
1 )

−1
2

= (exp(
√

−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 ))

1
2 ⋅ 𝑍(−)

𝜇 ⋅ (exp(
√

−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 ))

−1
2

= (exp((1
2
)
√

−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 )) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 ⋅ (exp(−((1
2
)
√

−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 )))

= ∑
∞

𝑛≥0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[(1

2
)
√

−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , …, [(1

2
)
√

−1𝐾1 ⋅ 𝐻(±)
1 , 𝑍(−)

𝜇 ]…]

(∵ Claim 1.5.6)

= cosh(𝐾1) ⋅ 𝑍(±)
𝜇 +

√
−1 ⋅ exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) ⋅ sinh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇

(∵ Claim 1.5.5)

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑌 )について、

同様

𝑇𝑉2
(𝑍(−)

𝜇 )について、

𝑇𝑉2
(𝑍(−)

𝜇 ) = 𝑉2 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 ⋅ 𝑉 −1

2

= ((2𝑠2)
𝑀
2 exp(

√
−1𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2)) ⋅ 𝑍(−)
𝜇 ⋅ ((2𝑠2)

𝑀
2 exp(−

√
−1𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2))
−1

= (2𝑠2)
𝑀
2 ⋅ ((2𝑠2)

𝑀
2 )

−1
⋅ ∑

∞

𝑛≥0
( 1

𝑛!
)

𝑛 times
⏞
[
√

−1𝐾∗
2 ⋅ 𝐻2, …, [

√
−1𝐾∗

2 ⋅ 𝐻2, 𝑍(−)
𝜇 ]…]

= cosh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 −
√

−1 sinh(2𝐾∗
2) ⋅ 𝑌𝜇

𝑇𝑉2
(𝑌𝜇)について、

同様

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.13: 

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2

× 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2

: Mat(2, ℂ)⊗𝑀 × Mat(2, ℂ)⊗𝑀 → Mat(2, ℂ)⊗𝑀 × Mat(2, ℂ)⊗𝑀

𝑇(𝑉2) × 𝑇(𝑉2) : Mat(2, ℂ)⊗𝑀 × Mat(2, ℂ)⊗𝑀 → Mat(2, ℂ)⊗𝑀 × Mat(2, ℂ)⊗𝑀

を、

∀𝑋, 𝑌 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀

(𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2

× 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
)(𝑋, 𝑌 ) ≔ (𝑇

(𝑉 (±)
1 )

1
2
(𝑋), 𝑇

(𝑉 (±)
1 )

1
2
(𝑌 ))

(𝑇(𝑉2) × 𝑇(𝑉2))(𝑋, 𝑌 ) ≔ (𝑇(𝑉2)(𝑋), 𝑇(𝑉2)(𝑌 ))

で定める

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.14: 

(𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2

× 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
)(𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) = ((𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)( cosh(𝐾1)√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)) (𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)(−
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

cosh(𝐾1)
))

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)

(


cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
−

√
−1 exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1) )



(𝑇(𝑉2) × 𝑇(𝑉2))(𝑍(−)
𝜇 , 𝑌𝜇) = ((𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)) (𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)(
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

cosh(2𝐾∗
2) ))

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.15: 

 ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℂ について、

𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑎 ⋅ 𝑍(−)

𝜇 + 𝑏 ⋅ 𝑌𝜇) = 𝑎 ⋅ 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 ) + 𝑏 ⋅ 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑌𝜇)

= (𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 ) 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑌𝜇))(𝑎

𝑏)

𝑇(𝑉2)(𝑎 ⋅ 𝑍(−)
𝜇 + 𝑏 ⋅ 𝑌𝜇) = 𝑎 ⋅ 𝑇(𝑉2)(𝑍(−)

𝜇 ) + 𝑏 ⋅ 𝑇(𝑉2)(𝑌𝜇)

= (𝑇(𝑉2)(𝑍(−)
𝜇 ) 𝑇(𝑉2)(𝑌𝜇))(𝑎

𝑏)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

表式より、それぞれただの 1次関数なので

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.16 (𝑇(𝑉 )) : 

 ∀𝑋 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀について

𝑇(𝑉 )(𝑋) ≔ 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑇(𝑉2)(𝑇

(𝑉 (±)
1 )

1
2
(𝑋)))

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.17 (𝐴(𝜃)) : 

𝜃 ∈ ℂ について 𝐴(𝜃) ∈ Mat(2, ℂ) を、

𝐴(𝜃) := ( 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃
−

√
−1𝑒−

√
−1𝜃𝑠∗

2(𝑐1 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 𝑠1𝑐2)

√
−1𝑒

√
−1𝜃𝑠∗

2(𝑐1 cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 − 𝑠1𝑐2)
𝑐1𝑐∗

2 − 𝑠1𝑠∗
2 cos 𝜃

)

=
(


cosh(2𝐾1) cosh(2𝐾∗
2) − sinh(2𝐾1) sinh(2𝐾∗

2) cos((2𝜋𝜇
𝑀 ))

−
√

−1 exp(−
√

−1(2𝜋𝜇
𝑀 )) sinh(2𝐾∗

2)(cosh(2𝐾1) cos((2𝜋𝜇
𝑀 )) +

√
−1 sin((2𝜋𝜇

𝑀 )) − sinh(2𝐾1) cosh(2𝐾2))

√
−1 exp(

√
−1(2𝜋𝜇

𝑀 )) sinh(2𝐾∗
2)(cosh(2𝐾1) cos((2𝜋𝜇

𝑀 )) −
√

−1 sin((2𝜋𝜇
𝑀 )) − sinh(2𝐾1) cosh(2𝐾2))

cosh(2𝐾1) cosh(2𝐾∗
2) − sinh(2𝐾1) sinh(2𝐾∗

2) cos((2𝜋𝜇
𝑀 )) )



と定める。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.18 (𝑇(𝑉 )の𝑍, 𝑌への作用) : 

ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、

(𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 ), 𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇)) = (𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) ⋅ 𝐴(2𝜋𝜇
𝑀

)

= ((𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos(2𝜋𝜇
𝑀 ))𝑍(−)

𝜇 + (−
√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 )𝑠∗

2(𝑐1 cos(2𝜋𝜇
𝑀 ) +

√
−1 sin(2𝜋𝜇

𝑀 ) − 𝑠1𝑐2))𝑌𝜇 (
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀 )𝑠∗

2(𝑐1 cos(2𝜋𝜇
𝑀 ) −

√
−1 sin(2𝜋𝜇

𝑀 ) − 𝑠1𝑐2))𝑍(−)
𝜇 + (𝑐1𝑐∗

2 − 𝑠1𝑠∗
2 cos(2𝜋𝜇

𝑀 ))𝑌𝜇)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

(z) 𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 )について、

𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 ) = 𝑇

(𝑉 (±)
1 )

1
2
(𝑇(𝑉2)(𝑇

(𝑉 (±)
1 )

1
2
(𝑍(−)

𝜇 )))

= 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑇(𝑉2)(cosh(𝐾1) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 +
√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀

) sinh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇))

= 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
((𝑇(𝑉2)(𝑍(−)

𝜇 ) 𝑇(𝑉2)(𝑌𝜇))(
cosh(𝐾1)√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

))

(∵ Claim 1.5.15)

= 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
((𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(

cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
))

(∵ Claim 1.5.14)

= (𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 ) 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑌𝜇))( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(

cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
)

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)

(


cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1) )



( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(

cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
)

(𝑦)𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇)について、

𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇) = 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑇(𝑉2)(𝑇

(𝑉 (±)
1 )

1
2
(𝑌𝜇)))

= 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑇(𝑉2)(−

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀
) sinh(𝐾1) ⋅ 𝑍(−)

𝜇 + cosh(𝐾1) ⋅ 𝑌𝜇))

= 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
((𝑇(𝑉2)(𝑍(−)

𝜇 ) 𝑇(𝑉2)(𝑌𝜇))(−
√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

cosh(𝐾1)
))

(∵ Claim 1.5.15)

= 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
((𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(−

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1)

))

(∵ Claim 1.5.14)

= (𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑍(−)

𝜇 ) 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
(𝑌𝜇))( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1)

)

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)

(


cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1) )



( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1)

)

よって、

(𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 ) 𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇)) = ((𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)( cosh(𝐾1)
√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

−
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

cosh(𝐾1)
)( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)( cosh(𝐾1)√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)) (𝑍(−)

𝜇 𝑌𝜇)( cosh(𝐾1)
√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

−
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

cosh(𝐾1)
)( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(−

√
−1 exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1)

))

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)(( cosh(𝐾1)

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)

−
√

−1 exp(
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)

cosh(𝐾1)
)( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)( cosh(𝐾1)√

−1 exp(−
√

−12𝜋𝜇
𝑀 ) sinh(𝐾1)) ( cosh(𝐾1)

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)

√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)

cosh(𝐾1)
)( cosh(2𝐾∗

2)
−

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)(−

√
−1 exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1)

))

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)

(


cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
−

√
−1 exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1) )

( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)

(


cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
−

√
−1 exp(

√
−12𝜋𝜇

𝑀 ) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1) )



TODO: mathematicaに計算させたらステートメントは正しいことはわかったので、一旦具体の計算は飛ばす (0426)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.19 (𝐴(𝜃𝜇)の行列分解) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝐵1(𝜃𝜇) ≔
(


cosh(𝐾1)√
−1 exp(−

√
−1𝜃𝜇) sinh(𝐾1)

−
√

−1 exp(
√

−1𝜃𝜇) sinh(𝐾1)
cosh(𝐾1) )



𝐵2 ≔ ( cosh(2𝐾∗
2)

−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2)

√
−1 sinh(2𝐾∗

2)
cosh(2𝐾∗

2)
)

とおくと、

𝐴(𝜃𝜇) = 𝐵1(𝜃𝜇) ⋅ 𝐵2 ⋅ 𝐵1(𝜃𝜇)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Claim 1.5.14 より、𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
 は (𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) に右から 𝐵1(𝜃𝜇) を掛ける作用をし、𝑇(𝑉2) は右から 𝐵2 を掛ける作用をする。

𝑇(𝑉 ) の作用は 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2

∘ 𝑇(𝑉2) ∘ 𝑇
(𝑉 (±)

1 )
1
2
 であるから、

(𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 ), 𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇)) = (𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) ⋅ 𝐵1(𝜃𝜇) ⋅ 𝐵2 ⋅ 𝐵1(𝜃𝜇)

一方、𝐴(𝜃𝜇)の定義より、

(𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 ), 𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇)) = (𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) ⋅ 𝐴(𝜃𝜇)

𝑍(−)
𝜇 , 𝑌𝜇 は線型独立であるから、𝐴(𝜃𝜇) = 𝐵1(𝜃𝜇) ⋅ 𝐵2 ⋅ 𝐵1(𝜃𝜇) である。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.20 (𝜃𝜇) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝜃𝜇 ≔ 2𝜋𝜇
𝑀

と定める。

𝛾2(𝜃𝜇)を[𝑟, 𝜃]と表すときに、代表元𝜃を撮る方法

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.5.21 (𝐴(𝜃)の対角化の準備) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾1(𝜃𝜇) := 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇 ∈ ℝ

𝛾2(𝜃𝜇) :=
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 −

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2) ∈ ℂ

と定めると、

𝐴(𝜃𝜇) :=
(


𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇

−
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 +

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

√
−1𝑒

√
−1𝜃𝜇𝑠∗

2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 −
√

−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇 )


= (
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)

とかける。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.22 (𝛾1(𝜃), 𝛾2(𝜃)の偏角) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀ について、

arg(𝛾1(𝜃𝜇)) =
{

0 (cos(𝜃𝜇) ≤ 𝑐1𝑐∗

2
𝑠1𝑠∗

2
)

𝜋 (otherwise)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.23 (𝛾2(𝜃)が0になる条件) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾2(𝜃𝜇) = 0 ⇔ {
sin(𝜃𝜇) = 0
𝑐2𝑠1 − 𝑐1 cos(𝜃𝜇) = 0

⇔ {
𝜃𝜇 = 0, ±𝜋, ±2𝜋, …
𝑐2𝑠1 = 𝑐1 cos(𝜃𝜇)

⇔ {
𝜇 = ±𝑀
𝑐2𝑠1 = 𝑐1 cos(𝜃𝜇)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.24 (𝛾2(𝜃)と𝛾2(−𝜃)の関係) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾2(−𝜃𝜇) = −𝛾2(𝜃𝜇)

ゆえに、

𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) = 𝛾2(𝜃𝜇)(−𝛾2(𝜃𝜇))

= − |𝛾2(𝜃𝜇)|2

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝛾2(−𝜃𝜇) =
√

−1𝑒
√

−1(−𝜃𝜇)𝑠∗
2(𝑐1 cos(−𝜃𝜇) −

√
−1 sin(−𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

=
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) +

√
−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

𝛾2(𝜃𝜇) = (
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 −

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2))

= (
√

−1)(𝑒
√

−1𝜃𝜇)(𝑠∗
2)(𝑐1 cos 𝜃𝜇 −

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

= (−
√

−1)(𝑒−
√

−1𝜃𝜇)(𝑠∗
2)(𝑐1 cos 𝜃𝜇 +

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

= −(
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 +

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2))

= −𝛾2(−𝜃𝜇)
∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.25 (𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

arg[0,2𝜋)(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) = (
√

−1𝑒
√

−1(𝜃𝜇)𝑠∗
2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −

√
−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2))(

√
−1𝑒

√
−1(−𝜃𝜇)𝑠∗

2(𝑐1 cos(−𝜃𝜇) −
√

−1 sin(−𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2))

= (
√

−1 ⋅
√

−1)(𝑒(
√

−1(𝜃𝜇)+
√

−1(−𝜃𝜇)))
⏟

−1

(𝑠∗
2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −

√
−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2))(𝑠∗

2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) +
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2))

= (−1)(𝑒0)⏟
−1

(𝑠∗
2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −

√
−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2))(𝑠∗

2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) +
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)) (∵ cosは偶関数, sinは奇関数)

= −(𝑠∗
2)

2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)(𝑐1 cos(𝜃𝜇) +
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

= −(𝑠∗
2)

2((𝑐1 cos(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)
2 + (sin(𝜃𝜇))2)

= −(𝑠∗
2)

2((𝑐1 cos(2𝜋𝜇
𝑀

) − 𝑠1𝑐2)
2

+ (sin(2𝜋𝜇
𝑀

))
2
) < 0

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.26 (𝛾2(𝜃𝜇), 𝛾2(−𝜃𝜇)のarg) : 

𝜇 ∈ ℳ︀ について、

𝑟+, 𝑟− ∈ ℝ≥0, 𝜃+, 𝜃− ∈ ℝ として、

𝛾2(𝜃𝜇) = [(𝑟+, 𝜃+)], 𝛾2(−𝜃𝜇) = [(𝑟−, 𝜃−)] とするとき、

arg[0,2𝜋)(𝛾2(𝜃𝜇)) + arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = {𝜋 (∃𝑚 ∈ ℤ s.t. 0 ≤ 𝜃+ + 𝜃− − 2𝑚𝜋 < 2𝜋)
𝜋 + 2𝜋 (∃𝑚 ∈ ℤ s.t. 2𝜋 ≤ 𝜃+ + 𝜃− − 2𝑚𝜋 < 4𝜋)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Claim 1.5.25 と、 Claim 0.1.34より

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.27 (
𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
のarg) : 

 

𝐍𝐨𝐭𝐞:

arg[0,2𝜋)(1
𝑧
) = arg[0,2𝜋)(𝑧−1) = {0 (arg[0,2𝜋)(𝑧) = 0)

2𝜋 − arg[0,2𝜋)(𝑧) (0 < arg[0,2𝜋)(𝑧) < 2𝜋)

𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ について、

𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ≥0, 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ を用いて、

𝜑polar(𝑧1) = [(𝑟1, 𝜃1)]∼, 𝜑polar(𝑧2) = [(𝑟2, 𝜃2)]∼ とする

このとき、0 ≤ 𝜃1 + 𝜃2 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋 を満たす 𝑛 ∈ ℤ が存在して、

arg[0,2𝜋)(𝑧1𝑧2) = 𝜃1 + 𝜃2 − 2𝑛𝜋
 

𝜇 ∈ ℳ︀について、

arg[0,2𝜋)(
𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
) =???

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.28 (𝐴(𝜃)の対角化) : 

ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝜃𝜇 ≔ 2𝜋𝜇
𝑀  とおくとき、

𝐴(𝜃𝜇)の固有値𝜆±,𝜇 ∈ ℝは

𝜆+,𝜇 ≔ (𝛾1(𝜃𝜇)) + √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))

𝜆−,𝜇 ≔ (𝛾1(𝜃𝜇)) − √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))

で、𝜆+,𝜇に対応する固有ベクトル 𝑣+,𝜇、𝜆−,𝜇に対応する固有ベクトル 𝑣−,𝜇 ∈ ℂ2 ∖ {(0
0)}は

1) 𝛾2(𝜃𝜇) = 0 のとき、

𝑣𝜇 は任意のベクトル ∈ ℂ2 ∖ {(0
0)}

2) 𝛾2(𝜃𝜇) ≠ 0 のとき、

𝑐 ∈ ℂ× として、

𝑣𝜇 ≔ 𝑐
(
±

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇) )
 ∈ ℂ2 ∖ {(0

0)}

である

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝐴(𝜃𝜇) :=
(


𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇

−
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 +

√
−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

√
−1𝑒

√
−1𝜃𝜇𝑠∗

2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 −
√

−1 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇 )


𝛾1(𝜃𝜇) ≔ 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇

𝛾2(𝜃𝜇) ≔
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝜇 − 𝑖 sin 𝜃𝜇 − 𝑠1𝑐2)

とおくと、

𝐴(𝜃𝜇) = (
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)

とかける。

であるから、𝐴(𝜃𝜇)の固有方程式は𝜆 ∈ ℂとして、

|𝐴(𝜃𝜇) − 𝜆𝐼| = 0

(左辺) = |
𝛾1(𝜃𝜇) − 𝜆
−𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇) − 𝜆

|

= (𝛾1(𝜃𝜇) − 𝜆)(𝛾1(𝜃𝜇) − 𝜆) − (𝛾2(𝜃𝜇))(−𝛾2(−𝜃𝜇))

= (𝛾1(𝜃𝜇))2 − 2𝜆(𝛾1(𝜃𝜇)) + 𝜆2 + (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))

𝜆2 − 2𝜆(𝛾1(𝜃𝜇)) + (𝛾1(𝜃𝜇))2 + (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0

より、

𝜆 =
2(𝛾1(𝜃𝜇)) ± √(−2(𝛾1(𝜃𝜇)))2 − 4((𝛾1(𝜃𝜇))2 + (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))

2

=
2(𝛾1(𝜃𝜇)) ± √4((𝛾1(𝜃𝜇)))2 − 4((𝛾1(𝜃𝜇))2 + (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))

2

=
2(𝛾1(𝜃𝜇)) ± 2√((𝛾1(𝜃𝜇)))2 − ((𝛾1(𝜃𝜇))2 + (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))

2

= (𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))

対応する固有ベクトルは、𝑣 ≔ (𝑣1
𝑣2

) ∈ ℂ2 として

𝐴(𝜃𝜇)𝑣 = 𝜆𝑣

(
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)𝑣 = 𝜆𝑣

(
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)𝑣 = ((𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))𝑣

(
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)(𝑣1
𝑣2

) = ((𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))(𝑣1
𝑣2

)

𝐼 · (
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)(𝑣1
𝑣2

) = 𝐼 · ((𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))(𝑣1
𝑣2

)

(
𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾1(𝜃𝜇)

)(𝑣1
𝑣2

) =
(


(𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
0

0
(𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))

(𝑣1
𝑣2

)

(

𝛾1(𝜃𝜇) − ((𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))

−𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾1(𝜃𝜇) − ((𝛾1(𝜃𝜇)) ± √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))
)

(𝑣1

𝑣2
) = 0

(


∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
−𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(𝜃𝜇)
∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))

(𝑣1
𝑣2

) = 0 ⋯(∗)

1) 𝛾2(𝜃𝜇) = 0 のとき、

(∗)は、

(0
0

0
0)(𝑣1

𝑣2
) = 0

より、𝑣は任意の値をとる

(この時 𝐴(𝜃𝜇)は単位行列になっている　 TODO: 証明)

2) 𝛾2(𝜃𝜇) ≠ 0 のとき、

√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≠ 0 だから、 (∗)は、

(


∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))( 𝛾2(−𝜃𝜇)

∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(𝜃𝜇)( 𝛾2(−𝜃𝜇)

∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
)

∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) )




(𝑣1
𝑣2

) = 0 (∵行列の基本変形)

(


 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

( (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))

∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
)

∓√−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))




(𝑣1
𝑣2

) = 0

(


 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

(
√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))

∓√−1ℂ⋅(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
)

∓√−1ℂ ⋅ (𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) )




(𝑣1
𝑣2

) = 0

(



 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

(
√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))

∓(−√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))
)

∓(−√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))
)





(𝑣1
𝑣2

) = 0 (∵ arg[0,2𝜋) (−1)ℂ + arg[0,2𝜋)((𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))) = 2𝜋 かつ Claim 0.1.39)

(


 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

(
√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))

±√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇))
)

±√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) )




(𝑣1
𝑣2

) = 0

(


 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

(
√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))

±√−1ℂ
)

±√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))




(𝑣1
𝑣2

) = 0 (∵約分)

(

 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

±((√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)))( 1ℂ
√−1ℂ

))

±√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) )

(𝑣1

𝑣2
) = 0

(

 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

±((√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)))(−√ 1ℂ
−1ℂ

))

±√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) )

(𝑣1

𝑣2
) = 0 (∵ Claim 0.1.43 かつ 0 < arg[0,2𝜋)(−1ℂ) = 𝜋 < 2𝜋)

(

 𝛾2(−𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

∓((√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)))(√−1ℂ))

±√−1ℂ√(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)) )

(𝑣1

𝑣2
) = 0

(


𝛾2(−𝜃𝜇)
−𝛾2(−𝜃𝜇)

∓
√

−1√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))
±

√
−1√(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)))

(𝑣1
𝑣2

) = 0

よって、𝑐 ∈ ℂ×として、

𝑣 = 𝑐
(
±

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇) )


𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.29 (𝐴(𝜃)の対角化 (𝑃𝜇, 𝐷𝜇の定義)) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾2(𝜃𝜇) ≠ 0のとき、Claim 1.5.28 の任意定数を 𝑐 = 1
2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
 と選んで、

𝑃𝜇 := 1
2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)(
+

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
−

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇) )


=

(


+

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
1

2
√

𝑀

−
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
1

2
√

𝑀 )




𝐷𝜇 := (
𝜆+,𝜇

0
0

𝜆−,𝜇
)

𝐍𝐨𝐭𝐞: 任意定数 𝑐 をこの値に選ぶことで、Definition 1.7.10.1 で定義するフェルミオン 𝜓†
𝜇, 𝜓𝜇 が反交換関係 [𝜓†

𝜇, 𝜓𝜈]
+

= 𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼  を満たすように正規化される（Claim 1.7.10.3 参照）。

とおけば、

𝐴(𝜃𝜇) = 𝑃𝜇𝐷𝜇𝑃−1
𝜇

𝛾2(𝜃𝜇) = 0のとき、

𝐴(𝜃𝜇) = 𝐼 (単位行列)

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.5.30 (𝑎(𝜃𝜇)) : 

 𝛾2(𝜃𝜇) ≠ 0の時、

𝛼1 := tanh 𝐾1 tanh 𝐾∗
2

𝛼2 := (tanh 𝐾1)
−1 tanh 𝐾∗

2

𝑎(𝜃𝜇) :=
√


 (1 − 𝛼1𝑒

√
−1𝜃𝜇)

(1 − 𝛼1𝑒−
√

−1𝜃𝜇)
·

(1 − 𝛼−1
2 𝑒

√
−1𝜃𝜇)

(1 − 𝛼−1
2 𝑒−

√
−1𝜃𝜇)

と定めるとき、

𝑎(𝜃𝜇) = √
𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)

=

{







(
√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
) (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋

2 ∨ 3𝜋
2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

−(
√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
) (𝜋

2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 3𝜋
2 )

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝜇 ∈ ℳ︀ について、

1.6. Part A: √𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) ⋅ (𝛾2(−𝜃𝜇))−1
 と √𝛾2(𝜃𝜇) ⋅ (𝛾2(−𝜃𝜇))−1

 の関係

1.6.1. Step 1: arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2)の計算

arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) = {
2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋)
2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) − 2𝜋 (𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

(∵ Claim 0.1.35)

特に、

arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) = 0 ⟺ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ∈ {0, 𝜋}

1.6.2. Step 2: arg[0,2𝜋)(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))
Claim 1.5.25 より、

arg[0,2𝜋)(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋

1.6.3. Step 3: arg[0,2𝜋)( 1
(𝛾2(−𝜃𝜇))

2 )の計算

Claim 0.1.36 より、

arg[0,2𝜋)

(
 1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2
)
 =

{

0 (arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) = 0)

2𝜋 − arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) (0 < arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) < 2𝜋)

Step 1の結果を代入すると、

arg[0,2𝜋)

(
 1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2
)
 =

{



0 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0)

2𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋)
0 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋)
4𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

1.6.4. Step 4: argの和の計算

arg[0,2𝜋)(𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)) + arg[0,2𝜋)

(
 1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2
)


= 𝜋 +

{



0 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0)

2𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋)
0 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋)
4𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

=

{



𝜋 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0)

3𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋)
𝜋 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋)
5𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) (𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

1.6.5. Step 5: 和が[0, 2𝜋)と[2𝜋, 4𝜋)のどちらに入るかの判定
arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0 ⇒ sum = 𝜋 ∈ [0, 2𝜋)

0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋
2

⇒ 2𝜋 < 3𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 3𝜋 ⇒ sum ∈ [2𝜋, 4𝜋)

arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋
2

⇒ sum = 2𝜋 ∈ [2𝜋, 4𝜋)

𝜋
2

< arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋 ⇒ 𝜋 < 3𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋 ⇒ sum ∈ [0, 2𝜋)

arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋 ⇒ sum = 𝜋 ∈ [0, 2𝜋)

𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 3𝜋
2

⇒ 2𝜋 < 5𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 3𝜋 ⇒ sum ∈ [2𝜋, 4𝜋)

arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 3𝜋
2

⇒ sum = 2𝜋 ∈ [2𝜋, 4𝜋)

3𝜋
2

< arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋 ⇒ 𝜋 < 5𝜋 − 2 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋 ⇒ sum ∈ [0, 2𝜋)

以上をまとめると、

{
0 ≤ sum < 2𝜋 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0 ∨ 𝜋

2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋 ∨ 3𝜋
2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

2𝜋 ≤ sum < 4𝜋 (0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋
2 ∨ 𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 3𝜋

2 )

1.6.6. Step 6: √𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) ⋅ √ 1
(𝛾2(−𝜃𝜇))

2の計算

Claim 0.1.39 より、

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√
1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2 =

{





√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) ⋅ 1
(𝛾2(−𝜃𝜇))

2 (0 ≤ sum < 2𝜋)

−√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) ⋅ 1
(𝛾2(−𝜃𝜇))

2 (2𝜋 ≤ sum < 4𝜋)
(∵ Claim 0.1.39)

=

{





√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

(arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0 ∨ 𝜋
2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋 ∨ 3𝜋

2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

−√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

(0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋
2 ∨ 𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 3𝜋

2 )

1.6.7. Step 7: √ 1
(𝛾2(−𝜃𝜇))

2と
1

𝛾2(−𝜃𝜇)
の関係

Claim 0.1.41 より、

√(𝛾2(−𝜃𝜇))2 = {
𝛾2(−𝜃𝜇) (0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋)
−𝛾2(−𝜃𝜇) (𝜋 ≤ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

また、Claim 0.1.43より、

√
1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2 =

{



 1

√(𝛾2(−𝜃𝜇))
2 (arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) = 0)

−( 1
√(𝛾2(−𝜃𝜇))

2 ) (0 < arg[0,2𝜋)((𝛾2(−𝜃𝜇))2) < 2𝜋)

Step 1の結果と合わせて場合分けすると、

√
1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2 =

{





 1

𝛾2(−𝜃𝜇)
(arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0)

− 1
𝛾2(−𝜃𝜇)

(0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 𝜋)

−( 1
−𝛾2(−𝜃𝜇)

) (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 𝜋)

−(−( 1
−𝛾2(−𝜃𝜇)

)) (𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

=

{



1
𝛾2(−𝜃𝜇)

(arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0 ∨ 𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

− 1
𝛾2(−𝜃𝜇)

(0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋)

1.6.8. Step 8: 
√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
の計算

Step 6と Step 7の結果を組み合わせる。

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

= √𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) ⋅ √
1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2 ⋅
(
√

1
(𝛾2(−𝜃𝜇))2 ⋅ 𝛾2(−𝜃𝜇)

)


−1

ここで、Step 7の結果より、

√
1

(𝛾2(−𝜃𝜇))2 ⋅ 𝛾2(−𝜃𝜇) = {
1 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0 ∨ 𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)
−1 (0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋)

よって、Step 6の結果と合わせて、各場合を計算すると、

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

=

{



















√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

⋅ 1 (arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) = 0)

−√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

⋅ (−1) (0 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋
2)

√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

⋅ (−1) (𝜋
2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋)

−√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

⋅ 1 (𝜋 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 3𝜋
2 )

√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

⋅ 1 (3𝜋
2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

各場合の符号を計算すると、

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

=

{





√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

(0 ≤ arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 𝜋
2 ∨ 3𝜋

2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) < 2𝜋)

−√ 𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

(𝜋
2 < arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) ≤ 3𝜋

2 )

1.7. Part B: 𝛾2
𝜃𝜇
𝛾2

(−𝜃𝜇) の 𝛼1, 𝛼2 表式への変換

以下では 𝛾2
𝜃𝜇
𝛾2

(−𝜃𝜇) が 𝑎(𝜃𝜇) の定義式の sqrt の中身に等しいことを示す。

1.7.1. Step 9: 𝛾2 の定義の代入

𝛾2 の定義より、

𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

=

√
−1𝑒

√
−1𝜃𝜇𝑠∗

2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos(−𝜃𝜇) −

√
−1 sin(−𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

1.7.2. Step 10: cos(−𝜃) = cos(𝜃), sin(−𝜃) = − sin(𝜃) の適用

=

√
−1𝑒

√
−1𝜃𝜇𝑠∗

2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇𝑠∗
2(𝑐1 cos(𝜃𝜇) +

√
−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

1.7.3. Step 11: 
√

−1𝑠∗
2 の約分

=
𝑒

√
−1𝜃𝜇(𝑐1 cos(𝜃𝜇) −

√
−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

𝑒−
√

−1𝜃𝜇(𝑐1 cos(𝜃𝜇) +
√

−1 sin(𝜃𝜇) − 𝑠1𝑐2)

1.7.4. Step 12: cos(𝜃), sin(𝜃) の Euler表示

Theorem 0.1.47 より、cos(𝜃𝜇) = 𝑒
√

−1𝜃𝜇+𝑒−
√

−1𝜃𝜇

2 、sin(𝜃𝜇) = 𝑒
√

−1𝜃𝜇−𝑒−
√

−1𝜃𝜇

2
√

−1  を用いると、

𝑐1 cos(𝜃𝜇) −
√

−1 sin(𝜃𝜇) = 𝑐1
𝑒

√
−1𝜃𝜇 + 𝑒−

√
−1𝜃𝜇

2
−

√
−1 ⋅ 𝑒

√
−1𝜃𝜇 − 𝑒−

√
−1𝜃𝜇

2
√

−1

= 𝑐1
𝑒

√
−1𝜃𝜇 + 𝑒−

√
−1𝜃𝜇

2
− 𝑒

√
−1𝜃𝜇 − 𝑒−

√
−1𝜃𝜇

2

= (𝑐1 − 1)𝑒
√

−1𝜃𝜇 + (𝑐1 + 1)𝑒−
√

−1𝜃𝜇

2

同様に、

𝑐1 cos(𝜃𝜇) +
√

−1 sin(𝜃𝜇) = (𝑐1 + 1)𝑒
√

−1𝜃𝜇 + (𝑐1 − 1)𝑒−
√

−1𝜃𝜇

2

1.7.5. Step 13: 分子分母への代入と整理

Step 11の式に Step 12の結果を代入すると、

𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

=
𝑒

√
−1𝜃𝜇( (𝑐1−1)𝑒

√
−1𝜃𝜇+(𝑐1+1)𝑒−

√
−1𝜃𝜇

2 − 𝑠1𝑐2)

𝑒−
√

−1𝜃𝜇( (𝑐1+1)𝑒
√

−1𝜃𝜇+(𝑐1−1)𝑒−
√

−1𝜃𝜇

2 − 𝑠1𝑐2)

=
𝑒

√
−1𝜃𝜇((𝑐1 − 1)𝑒

√
−1𝜃𝜇 + (𝑐1 + 1)𝑒−

√
−1𝜃𝜇 − 2𝑠1𝑐2)

𝑒−
√

−1𝜃𝜇((𝑐1 + 1)𝑒
√

−1𝜃𝜇 + (𝑐1 − 1)𝑒−
√

−1𝜃𝜇 − 2𝑠1𝑐2)

分子に 𝑒
√

−1𝜃𝜇  を、分母に 𝑒−
√

−1𝜃𝜇  を分配すると、

= (𝑐1 − 1)𝑒2
√

−1𝜃𝜇 + (𝑐1 + 1) − 2𝑠1𝑐2𝑒
√

−1𝜃𝜇

(𝑐1 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑒−2
√

−1𝜃𝜇 − 2𝑠1𝑐2𝑒−
√

−1𝜃𝜇

1.7.6. Step 14: 二次式の係数の整理

𝑥 ≔ 𝑒
√

−1𝜃𝜇  とおくと、

分子 = (𝑐1 − 1)𝑥2 − 2𝑠1𝑐2𝑥 + (𝑐1 + 1)

分母 = (𝑐1 − 1)𝑥−2 − 2𝑠1𝑐2𝑥−1 + (𝑐1 + 1)

(𝑐1 + 1) でくくると、

分子 = (𝑐1 + 1)(𝑐1−1
𝑐1+1 ⋅ 𝑥2 − 2𝑠1𝑐2

𝑐1+1 ⋅ 𝑥 + 1)

分母 = (𝑐1 + 1)(𝑐1−1
𝑐1+1 ⋅ 𝑥−2 − 2𝑠1𝑐2

𝑐1+1 ⋅ 𝑥−1 + 1)

1.7.7. Step 15: 
𝑐1−1
𝑐1+1 = 𝛼1𝛼−1

2  の証明

𝛼1𝛼−1
2 = (tanh 𝐾1 tanh 𝐾∗

2) ⋅ ((tanh 𝐾1)
−1 tanh 𝐾∗

2)
−1

= (tanh 𝐾1 tanh 𝐾∗
2) ⋅ (tanh 𝐾1(tanh 𝐾∗

2)−1)

= (tanh 𝐾1)
2

一方、

𝑐1 − 1
𝑐1 + 1

= cosh(2𝐾1) − 1
cosh(2𝐾1) + 1

= 2 sinh2(𝐾1)
2 cosh2(𝐾1)

(∵ cosh(2𝑥) − 1 = 2 sinh2(𝑥), cosh(2𝑥) + 1 = 2 cosh2(𝑥))

= (tanh 𝐾1)
2

よって、

𝑐1 − 1
𝑐1 + 1

= 𝛼1𝛼−1
2 ⋯(⋆)

1.7.8. Step 16: 
2𝑠1𝑐2
𝑐1+1 = 𝛼1 + 𝛼−1

2  の証明

まず 𝛼1 + 𝛼−1
2  を計算する。

𝛼1 + 𝛼−1
2 = tanh 𝐾1 tanh 𝐾∗

2 + (tanh 𝐾1)
−1(tanh 𝐾∗

2)−1

= tanh 𝐾1 tanh 𝐾∗
2 + tanh 𝐾1

tanh 𝐾∗
2

(∵ 𝛼−1
2 = ((tanh 𝐾1)

−1 tanh 𝐾∗
2)

−1
= tanh 𝐾1(tanh 𝐾∗

2)−1)

= tanh 𝐾1 ⋅ (tanh 𝐾∗
2 + (tanh 𝐾∗

2)−1)

ここで、

tanh 𝐾∗
2 + (tanh 𝐾∗

2)−1 = sinh 𝐾∗
2

cosh 𝐾∗
2

+ cosh 𝐾∗
2

sinh 𝐾∗
2

= sinh2 𝐾∗
2 + cosh2 𝐾∗

2
sinh 𝐾∗

2 cosh 𝐾∗
2

= 2 cosh(2𝐾∗
2)

sinh(2𝐾∗
2)

(∵ cosh2(𝑥) + sinh2(𝑥) = cosh(2𝑥), 2 sinh(𝑥) cosh(𝑥) = sinh(2𝑥))

𝐾∗
2 = −1

2 log(tanh 𝐾2), すなわち 𝑒−2𝐾∗
2 = tanh 𝐾2 より、

sinh(2𝐾∗
2) = 𝑒2𝐾∗

2 − 𝑒−2𝐾∗
2

2

= (tanh 𝐾2)
−1 − tanh 𝐾2
2

=
cosh 𝐾2
sinh 𝐾2

− sinh 𝐾2
cosh 𝐾2

2

= cosh2 𝐾2 − sinh2 𝐾2
2 sinh 𝐾2 cosh 𝐾2

= 1
sinh(2𝐾2)

cosh(2𝐾∗
2) = 𝑒2𝐾∗

2 + 𝑒−2𝐾∗
2

2

= (tanh 𝐾2)
−1 + tanh 𝐾2
2

=
cosh 𝐾2
sinh 𝐾2

+ sinh 𝐾2
cosh 𝐾2

2

= cosh2 𝐾2 + sinh2 𝐾2
2 sinh 𝐾2 cosh 𝐾2

= cosh(2𝐾2)
sinh(2𝐾2)

よって、

2 cosh(2𝐾∗
2)

sinh(2𝐾∗
2)

= 2 ⋅
cosh(2𝐾2)
sinh(2𝐾2)

1
sinh(2𝐾2)

= 2 cosh(2𝐾2)

したがって、

𝛼1 + 𝛼−1
2 = tanh 𝐾1 ⋅ 2 cosh(2𝐾2) = 2 tanh 𝐾1 cosh(2𝐾2)

一方、

2𝑠1𝑐2
𝑐1 + 1

= 2 sinh(2𝐾1) cosh(2𝐾2)
cosh(2𝐾1) + 1

= 2 ⋅ 2 sinh 𝐾1 cosh 𝐾1 ⋅ cosh(2𝐾2)
2 cosh2 𝐾1

(∵ sinh(2𝑥) = 2 sinh(𝑥) cosh(𝑥), cosh(2𝑥) + 1 = 2 cosh2(𝑥))

= 2 sinh 𝐾1 cosh(2𝐾2)
cosh 𝐾1

= 2 tanh 𝐾1 cosh(2𝐾2)

よって、

2𝑠1𝑐2
𝑐1 + 1

= 𝛼1 + 𝛼−1
2 ⋯(⋆ ⋆)

1.7.9. Step 17: 因数分解の検証

(1 − 𝛼1𝑥)(1 − 𝛼−1
2 𝑥) を展開すると、

(1 − 𝛼1𝑥)(1 − 𝛼−1
2 𝑥) = 1 − (𝛼1 + 𝛼−1

2 )𝑥 + 𝛼1𝛼−1
2 𝑥2

(⋆) と (⋆ ⋆) を用いると、

= 1 − 2𝑠1𝑐2
𝑐1 + 1

⋅ 𝑥 + 𝑐1 − 1
𝑐1 + 1

⋅ 𝑥2

よって、

(𝑐1 + 1)(1 − 𝛼1𝑥)(1 − 𝛼−1
2 𝑥) = (𝑐1 + 1) − 2𝑠1𝑐2𝑥 + (𝑐1 − 1)𝑥2

これは Step 14の分子と一致する（𝑥 = 𝑒
√

−1𝜃𝜇のとき）。

同様に 𝑦 ≔ 𝑒−
√

−1𝜃𝜇 = 𝑥−1 とおくと、

(𝑐1 + 1)(1 − 𝛼1𝑦)(1 − 𝛼−1
2 𝑦) = (𝑐1 + 1) − 2𝑠1𝑐2𝑦 + (𝑐1 − 1)𝑦2

これは Step 14の分母と一致する。

1.7.10. Step 18: 結論

Step 14と Step 17より、

𝛾2(𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

=
(𝑐1 + 1)(1 − 𝛼1𝑒

√
−1𝜃𝜇)(1 − 𝛼−1

2 𝑒
√

−1𝜃𝜇)

(𝑐1 + 1)(1 − 𝛼1𝑒−
√

−1𝜃𝜇)(1 − 𝛼−1
2 𝑒−

√
−1𝜃𝜇)

=
(1 − 𝛼1𝑒

√
−1𝜃𝜇)(1 − 𝛼−1

2 𝑒
√

−1𝜃𝜇)

(1 − 𝛼1𝑒−
√

−1𝜃𝜇)(1 − 𝛼−1
2 𝑒−

√
−1𝜃𝜇)

したがって、𝑎(𝜃𝜇) の定義より、

𝑎(𝜃𝜇) =
√


 (1 − 𝛼1𝑒

√
−1𝜃𝜇)

(1 − 𝛼1𝑒−
√

−1𝜃𝜇)
·

(1 − 𝛼−1
2 𝑒

√
−1𝜃𝜇)

(1 − 𝛼−1
2 𝑒−

√
−1𝜃𝜇)

= √
𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)

Part Aの Step 8の結果と合わせて、Claimのステートメントが示された。

∎

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.7.10.1 (フェルミオン) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、𝜓𝜇, 𝜓†
𝜇 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀を、

(𝜓†
𝜇 𝜓𝜇) := (𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) · 𝑃𝜇

= (𝑍(−)
𝜇 , 𝑌𝜇) · 1

2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)(
+

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)
−

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇) )


= 1
2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
((+

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))𝑍(−)

𝜇 + (𝛾2(−𝜃𝜇))𝑌𝜇, (−
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))𝑍(−)
𝜇 + (𝛾2(−𝜃𝜇))𝑌𝜇)

=
(


+
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
𝑍(−)

𝜇 + 1
2
√

𝑀
𝑌𝜇,

−
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
𝑍(−)

𝜇 + 1
2
√

𝑀
𝑌𝜇

)


と定める

𝐍𝐨𝐭𝐞: Claim 1.5.30 の Part A より、 arg[0,2𝜋)(𝛾2(−𝜃𝜇)) に応じて符号 𝜀𝜇 ∈ {+1, −1} が定まり、

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
𝛾2(−𝜃𝜇)

= 𝜀𝜇 ⋅ 𝑎(𝜃𝜇)

が成り立つ。よって、上記のフェルミオンの定義は

𝜓†
𝜇 = 1

2
√

𝑀
(𝑌𝜇 + 𝜀𝜇 ⋅

√
−1𝑎(𝜃𝜇)𝑍(−)

𝜇 )

𝜓𝜇 = 1
2
√

𝑀
(𝑌𝜇 − 𝜀𝜇 ⋅

√
−1𝑎(𝜃𝜇)𝑍(−)

𝜇 )

のようにも書ける。

これは、ホロノミック量子場 付録 B 式(B.11)(B.12) の定義とは

• 𝑎(𝜃𝜇)が逆数になっている
• 領域に応じた符号 𝜀𝜇 がある

という違いがある。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.10.2 (𝑉と𝜓の交換関係(B.13)) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝑇(𝑉 )(𝜓†
𝜇) = ((𝛾1(𝜃𝜇)) + √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))𝜓†

𝜇

𝑇(𝑉 )(𝜓𝜇) = ((𝛾1(𝜃𝜇)) − √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))𝜓𝜇

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Definition 1.7.10.1 より、

(𝜓†
𝜇 𝜓𝜇) = (𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) · 𝑃𝜇

𝑇(𝑉 ) は Theorem 0.1.6 より線型写像であり、𝑃𝜇 の各成分は 𝑍(−)
𝜇 , 𝑌𝜇 に依らない複素数なので、

𝑇(𝑉 )((𝜓†
𝜇 𝜓𝜇)) = 𝑇(𝑉 )((𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜇) · 𝑃𝜇)

= (𝑇(𝑉 )(𝑍(−)
𝜇 ) 𝑇(𝑉 )(𝑌𝜇)) · 𝑃𝜇 (∵ 𝑇(𝑉 ) の線形性)

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)𝐴(𝜃𝜇) · 𝑃𝜇 (∵ Claim 1.5.18)

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)(𝑃𝜇𝐷𝜇𝑃−1

𝜇 ) · 𝑃𝜇 (∵ Claim 1.5.28 から得られる 𝐴(𝜃𝜇) = 𝑃𝜇𝐷𝜇𝑃−1
𝜇 )

= (𝑍(−)
𝜇 𝑌𝜇)𝑃𝜇𝐷𝜇

= (𝜓†
𝜇 𝜓𝜇)𝐷𝜇

= (𝜓†
𝜇 𝜓𝜇)(

𝜆+,𝜇
0

0
𝜆−,𝜇

)

= (𝜆+,𝜇𝜓†
𝜇 𝜆−,𝜇𝜓𝜇)

= (((𝛾1(𝜃𝜇)) + √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))𝜓†
𝜇 ((𝛾1(𝜃𝜇)) − √−(𝛾2(𝜃𝜇))(𝛾2(−𝜃𝜇)))𝜓𝜇) (∵ Claim 1.5.28)

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.10.3 (𝜓の反交換関係) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝜇, 𝜈 ∈ ℳ︀について、

[𝜓†
𝜇, 𝜓†

𝜈]
+

= 0

[𝜓†
𝜇, 𝜓𝜈]

+
= 𝛿𝑀

𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

[𝜓𝜇, 𝜓𝜈]
+

= 0

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Definition 1.7.10.1 より、𝑐𝜇 ≔ 1
2
√

𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)
 とおくと、

𝜓†
𝜇 = 𝑐𝜇(+

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)𝑍(−)

𝜇 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝑌𝜇)

𝜓𝜇 = 𝑐𝜇(−
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)𝑍(−)
𝜇 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝑌𝜇)

である。

また、Claim 1.4.1 より、

[𝑍(−)
𝜇 , 𝑍(−)

𝜈 ]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

[𝑍(−)
𝜇 , 𝑌𝜈]

+
= 0

[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+

= 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

である。

𝑎)[𝜓†
𝜇, 𝜓†

𝜈]
+

 について、

[𝜓†
𝜇, 𝜓†

𝜈]
+

= 𝑐𝜇𝑐𝜈[+
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)𝑍(−)
𝜇 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝑌𝜇, +

√
−1√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)𝑍(−)

𝜈 + 𝛾2(−𝜃𝜈)𝑌𝜈]
+

(∵双線型性)

= 𝑐𝜇𝑐𝜈((
√

−1)(
√

−1)√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑍(−)
𝜇 , 𝑍(−)

𝜈 ]
+

+
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑍(−)
𝜇 , 𝑌𝜈]

+

+𝛾2(−𝜃𝜇)
√

−1√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑌𝜇, 𝑍(−)
𝜈 ]

+

+𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+
)

= 𝑐𝜇𝑐𝜈(−√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)) ⋅ 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0 ≠ 0 のとき、𝜇 + 𝜈 ≡ 0(mod 𝑀) すなわち 𝜃𝜈 = −𝜃𝜇 である。よって、

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) = √𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(𝜃𝜇)

= (√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))
2

= 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) (∵ (
√

𝑧)2 = 𝑧)

𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈) = 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(𝜃𝜇) = 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

したがって、

−√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈) = −𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) + 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) = 0

𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0 = 0 のときは全体が 0。以上から、

[𝜓†
𝜇, 𝜓†

𝜈]
+

= 0

𝑏)[𝜓†
𝜇, 𝜓𝜈]

+
 について、

[𝜓†
𝜇, 𝜓𝜈]

+
= 𝑐𝜇𝑐𝜈[+

√
−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)𝑍(−)

𝜇 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝑌𝜇, −
√

−1√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)𝑍(−)
𝜈 + 𝛾2(−𝜃𝜈)𝑌𝜈]

+
(∵双線型性)

= 𝑐𝜇𝑐𝜈((
√

−1)(−
√

−1)√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑍(−)
𝜇 , 𝑍(−)

𝜈 ]
+

+0 + 0 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+
) (∵ [𝑍(−)

𝜇 , 𝑌𝜈]
+

= 0)

= 𝑐𝜇𝑐𝜈(√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)) ⋅ 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0 ≠ 0 のとき、𝑎) と同じ計算により、

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) = 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈) = 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

であるから、係数の和は

√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈) = 2𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

また、𝑐𝜇𝑐𝜈 = 1
4𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)

 で、𝛾2(−𝜃𝜈) = 𝛾2(𝜃𝜇) より、

𝑐𝜇𝑐𝜈 = 1
4𝑀𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(𝜃𝜇)

= 1
4𝑀𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

よって、

[𝜓†
𝜇, 𝜓𝜈]

+
= 1

4𝑀𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
⋅ 2𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) ⋅ 2𝑀 ⋅ 𝛿𝑀

𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

= 𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0 = 0 のときは全体が 0。以上から、

[𝜓†
𝜇, 𝜓𝜈]

+
= 𝛿𝑀

𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

𝑐)[𝜓𝜇, 𝜓𝜈]
+

 について、

[𝜓𝜇, 𝜓𝜈]
+

= 𝑐𝜇𝑐𝜈[−
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)𝑍(−)
𝜇 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝑌𝜇, −

√
−1√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)𝑍(−)

𝜈 + 𝛾2(−𝜃𝜈)𝑌𝜈]
+

(∵双線型性)

= 𝑐𝜇𝑐𝜈((−
√

−1)(−
√

−1)√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑍(−)
𝜇 , 𝑍(−)

𝜈 ]
+

+0 + 0 + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)[𝑌𝜇, 𝑌𝜈]
+
)

= 𝑐𝜇𝑐𝜈(−√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)√𝛾2(𝜃𝜈)𝛾2(−𝜃𝜈) + 𝛾2(−𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜈)) ⋅ 2𝑀𝛿𝑀
𝜇+𝜈,0𝐼(ℂ2)⊗𝑀

𝑎) と同じ式であるから、同じ議論により、

[𝜓𝜇, 𝜓𝜈]
+

= 0

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.10.4 (det 𝐴(𝜃𝜇) = 1) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

det 𝐴(𝜃𝜇) = 1

すなわち、

𝛾1(𝜃𝜇)2 + 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) = 1

𝜆+,𝜇 ⋅ 𝜆−,𝜇 = 1

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Claim 1.5.19 より、𝐴(𝜃𝜇) = 𝐵1(𝜃𝜇) ⋅ 𝐵2 ⋅ 𝐵1(𝜃𝜇) である。

各行列の行列式を計算する:

det 𝐵1(𝜃𝜇) = cosh2(𝐾1) − (−
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝜇 sinh(𝐾1))(
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝜇 sinh(𝐾1))

= cosh2(𝐾1) − sinh2(𝐾1)
= 1

det 𝐵2 = cosh2(2𝐾∗
2) − (

√
−1 sinh(2𝐾∗

2))(−
√

−1 sinh(2𝐾∗
2))

= cosh2(2𝐾∗
2) − sinh2(2𝐾∗

2)
= 1

したがって、

det 𝐴(𝜃𝜇) = det 𝐵1(𝜃𝜇) ⋅ det 𝐵2 ⋅ det 𝐵1(𝜃𝜇) = 1 ⋅ 1 ⋅ 1 = 1

𝐴(𝜃𝜇) = ( 𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾1(𝜃𝜇)
) であるから、

det 𝐴(𝜃𝜇) = 𝛾1(𝜃𝜇) ⋅ 𝛾1(𝜃𝜇) − 𝛾2(𝜃𝜇) ⋅ (−𝛾2(−𝜃𝜇))

= 𝛾1(𝜃𝜇)2 + 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

= 1

また、

𝜆+,𝜇 ⋅ 𝜆−,𝜇 = (𝛾1(𝜃𝜇) + √−𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))(𝛾1(𝜃𝜇) − √−𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))

= 𝛾1(𝜃𝜇)2 − (−𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇))

= 𝛾1(𝜃𝜇)2 + 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

= 1

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.10.5 (𝛾1(𝜃𝜇) ≥ 1) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾1(𝜃𝜇) ≥ 1

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝛾1(𝜃𝜇)2 + 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) = 1 であり、

Claim 1.5.24 より 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇) = −|𝛾2(𝜃𝜇)|2 であるから、

𝛾1(𝜃𝜇)2 = 1 − 𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)

= 1 + |𝛾2(𝜃𝜇)|2

≥ 1

一方、𝛾1(𝜃𝜇) = 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇 である。

cos 𝜃𝜇 ≤ 1 であるから、

𝛾1(𝜃𝜇) = 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 cos 𝜃𝜇

≥ 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2

cosh 𝑥 > sinh 𝑥 (∵ 𝑒𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ) より 𝑐1 > 𝑠1 かつ 𝑐∗
2 > 𝑠∗

2 であるから、

𝑐1𝑐∗
2 > 𝑠1𝑠∗

2

すなわち 𝑐1𝑐∗
2 − 𝑠1𝑠∗

2 > 0 である。

よって 𝛾1(𝜃𝜇) > 0 であり、𝛾1(𝜃𝜇)2 ≥ 1 と合わせて 𝛾1(𝜃𝜇) ≥ 1 である。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.7.10.6 (𝛾(𝜃𝜇)の定義) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝛾1(𝜃𝜇) ≥ 1 より arccosh(𝛾1(𝜃𝜇)) は well-definedであり、

𝛾(𝜃𝜇) ≔ arccosh (𝛾1(𝜃𝜇)) ∈ ℝ≥0

と定める。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.10.7 (𝜆±,𝜇 = 𝑒±𝛾(𝜃𝜇)) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝜆+,𝜇 = 𝑒𝛾(𝜃𝜇), 𝜆−,𝜇 = 𝑒−𝛾(𝜃𝜇)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

det 𝐴(𝜃𝜇) = 1 より 𝜆+,𝜇 ⋅ 𝜆−,𝜇 = 1 である。

𝐴(𝜃𝜇) = ( 𝛾1(𝜃𝜇)

−𝛾2(−𝜃𝜇)

𝛾2(𝜃𝜇)

𝛾1(𝜃𝜇)
) のトレースは固有値の和に等しいから、

𝜆+,𝜇 + 𝜆−,𝜇 = tr 𝐴(𝜃𝜇)

= 𝛾1(𝜃𝜇) + 𝛾1(𝜃𝜇)

= 2𝛾1(𝜃𝜇)

≥ 2 (∵ 𝛾1(𝜃𝜇) ≥ 1)

𝜆+,𝜇 ⋅ 𝜆−,𝜇 = 1 > 0 かつ 𝜆+,𝜇 + 𝜆−,𝜇 ≥ 2 > 0 であるから、𝜆+,𝜇, 𝜆−,𝜇 > 0 である。

𝜆+,𝜇 ⋅ 𝜆−,𝜇 = 1 かつ 𝜆+,𝜇 ≥ 𝜆−,𝜇 > 0 より、 𝛾(𝜃𝜇) ≥ 0 を用いて 𝜆+,𝜇 = 𝑒𝛾(𝜃𝜇), 𝜆−,𝜇 = 𝑒−𝛾(𝜃𝜇) と書ける。

実際、

𝜆+,𝜇 + 𝜆−,𝜇 = 𝑒𝛾(𝜃𝜇) + 𝑒−𝛾(𝜃𝜇) = 2 cosh(𝛾(𝜃𝜇)) = 2𝛾1(𝜃𝜇)

より cosh(𝛾(𝜃𝜇)) = 𝛾1(𝜃𝜇) であり、定義と整合する。

𝐃𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 1.7.10.8 (𝑉 ′の定義) : 

 ℳ︀ ≔ {−𝑀, …, −2, −1, 1, 2, …, 𝑀} とする。

𝑉 ′ ≔ exp(+ ∑
𝑀

𝜇=1
𝛾(𝜃𝜇)(𝜓†

𝜇𝜓−𝜇 − 1
2
))

𝐍𝐨𝐭𝐞: この定義はホロノミック量子場の定義とは異なる。ホロノミック量子場では 𝜓†
𝜇𝜓𝜇（同インデックス）が用いられ和の範囲も 𝜇 ∈ ℳ︀ 全体にわたるが、その場合 𝜓†

𝜇 が ad(𝑋) の固有ベクトルにならないため 𝑇(𝑉 ′)(𝜓†
𝜇) =

𝑒𝛾(𝜃𝜇)𝜓†
𝜇 が成り立たない。本定義では 𝜓†

𝜇𝜓−𝜇（反転インデックス）を使い和を 𝜇 ∈ {1, …, 𝑀} にとることで、この問題を回避している。

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.10.9 (𝑇(𝑉 ′)の𝜓への作用) : 

 𝜇 ∈ ℳ︀について、

𝑇(𝑉 ′)(𝜓†
𝜇) = 𝑒𝛾(𝜃𝜇)𝜓†

𝜇

𝑇(𝑉 ′)(𝜓𝜇) = 𝑒−𝛾(𝜃𝜇)𝜓𝜇

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

Definition 1.7.10.8 より 𝑉 ′ = exp(𝑋) ただし

𝑋 ≔ + ∑
𝑀

𝜈=1
𝛾(𝜃𝜈)(𝜓†

𝜈𝜓−𝜈 − 1
2
)

𝑋 と −𝑋 は可換（𝑋(−𝑋) = −𝑋2 = (−𝑋)𝑋）だから Theorem 0.4.3 より

exp(𝑋) exp(−𝑋) = exp(𝑋 + (−𝑋))
= exp(𝑂)
= 𝐼 (∵ Theorem 0.4.4)

故に 𝑉 ′−1 = exp(−𝑋) であり、𝑇(𝑉 ′)(𝜓†
𝜇) = 𝑉 ′𝜓†

𝜇𝑉 ′−1 = exp(𝑋)𝜓†
𝜇 exp(−𝑋)。

1.7.11. Step 1: [𝜓†
𝜈𝜓−𝜈 , 𝜓†

𝜇] = 𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0𝜓†

𝜈

𝜓†
𝜈𝜓−𝜈𝜓†

𝜇 = 𝜓†
𝜈(𝛿𝑀

𝜇−𝜈,0𝐼 − 𝜓†
𝜇𝜓−𝜈) (∵ [𝜓−𝜈 , 𝜓†

𝜇]
+

= 𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0𝐼 、Claim 1.7.10.3)

= 𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0𝜓†

𝜈 − 𝜓†
𝜈𝜓†

𝜇𝜓−𝜈

= 𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0𝜓†

𝜈 + 𝜓†
𝜇𝜓†

𝜈𝜓−𝜈 (∵ [𝜓†
𝜈 , 𝜓†

𝜇]
+

= 0 、Claim 1.7.10.3)

[𝜓†
𝜈𝜓−𝜈 , 𝜓†

𝜇] = 𝜓†
𝜈𝜓−𝜈𝜓†

𝜇 − 𝜓†
𝜇𝜓†

𝜈𝜓−𝜈

= (𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0𝜓†

𝜈 + 𝜓†
𝜇𝜓†

𝜈𝜓−𝜈) − 𝜓†
𝜇𝜓†

𝜈𝜓−𝜈 (∵上の計算)

= 𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0𝜓†

𝜈

1.7.12. Step 2: [𝑋, 𝜓†
𝜇] = +𝛾(𝜃𝜇)𝜓†

𝜇

[𝑋, 𝜓†
𝜇] = + ∑

𝑀

𝜈=1
𝛾(𝜃𝜈)[𝜓†

𝜈𝜓−𝜈 , 𝜓†
𝜇] (∵ Claim 0.3.2)

= + ∑
𝑀

𝜈=1
𝛾(𝜃𝜈)𝛿𝑀

𝜇−𝜈,0𝜓†
𝜈 (∵ Step 1)

𝛿𝑀
𝜇−𝜈,0 ≠ 0 となる 𝜈 ∈ {1, …, 𝑀} を 𝜇 の場合分けで特定する。

1.7.12.1. a) 𝜇 ∈ {1, …, 𝑀} のとき

𝜇 ≡ 𝜈 (mod 𝑀) かつ 𝜈 ∈ {1, …, 𝑀} を満たす 𝜈 は 𝜈 = 𝜇 のみ。

[𝑋, 𝜓†
𝜇] = 𝛾(𝜃𝜇)𝜓†

𝜇

1.7.12.2. b) 𝜇 = −𝑘 （𝑘 ∈ {1, …, 𝑀 − 1}）のとき
−𝑘 ≡ 𝜈 (mod 𝑀) かつ 𝜈 ∈ {1, …, 𝑀} を満たす 𝜈 は 𝜈 = 𝑀 − 𝑘 のみ。

𝜓†
𝑀−𝑘 = 𝜓†

−𝑘 かつ 𝛾(𝜃𝑀−𝑘) = 𝛾(𝜃−𝑘) を示す。

𝜃𝑀−𝑘 = 2𝜋 − 𝜃𝑘 より 𝑒
√

−1𝜃𝑀−𝑘 = 𝑒−
√

−1𝜃𝑘、cos 𝜃𝑀−𝑘 = cos 𝜃𝑘、sin 𝜃𝑀−𝑘 = − sin 𝜃𝑘。 exp(−
√

−1𝑗2𝜋(𝑀−𝑘)
𝑀 ) = exp(−

√
−1𝑗2𝜋) exp(

√
−1𝑗2𝜋𝑘

𝑀 ) = exp(−
√

−1𝑗2𝜋(−𝑘)
𝑀 )（∵

exp(−2𝜋
√

−1𝑗) = 1）より 𝑍(−)
𝑀−𝑘 = 𝑍(−)

−𝑘、𝑌𝑀−𝑘 = 𝑌−𝑘（Definition 1.1.11）。

𝛾2(𝜃𝑀−𝑘) =
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝑀−𝑘𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝑀−𝑘 −

√
−1 sin 𝜃𝑀−𝑘 − 𝑠1𝑐2) (∵ Definition 1.5.17)

=
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝑘𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝑘 +

√
−1 sin 𝜃𝑘 − 𝑠1𝑐2)

= 𝛾2(−𝜃𝑘) = 𝛾2(𝜃−𝑘) (∵ 𝜃−𝑘 = −𝜃𝑘)

𝛾2(−𝜃𝑀−𝑘) =
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝑘𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝑘 −

√
−1 sin 𝜃𝑘 − 𝑠1𝑐2) (∵ 𝑒

√
−1(−𝜃𝑀−𝑘) = 𝑒

√
−1𝜃𝑘 等)

= 𝛾2(𝜃𝑘) = 𝛾2(−𝜃−𝑘)

𝑍(−)
𝑀−𝑘 = 𝑍(−)

−𝑘、𝑌𝑀−𝑘 = 𝑌−𝑘、𝛾2(𝜃𝑀−𝑘) = 𝛾2(𝜃−𝑘)、𝛾2(−𝜃𝑀−𝑘) = 𝛾2(−𝜃−𝑘) が揃ったから Definition 1.7.10.1 より 𝜓†
𝑀−𝑘 = 𝜓†

−𝑘。また cos 𝜃𝑀−𝑘 = cos 𝜃𝑘 = cos 𝜃−𝑘 より 

𝛾1(𝜃𝑀−𝑘) = 𝛾1(𝜃−𝑘)（Definition 1.5.17）ゆえ 𝛾(𝜃𝑀−𝑘) = 𝛾(𝜃−𝑘)。

[𝑋, 𝜓†
−𝑘] = 𝛾(𝜃−𝑘)𝜓†

−𝑘

1.7.12.3. c) 𝜇 = −𝑀  のとき

−𝑀 ≡ 𝜈 (mod 𝑀) かつ 𝜈 ∈ {1, …, 𝑀} を満たす 𝜈 は 𝜈 = 𝑀  のみ。Claim 1.1.14 より 𝑍(−)
𝑀 = 𝑍(−)

−𝑀、𝑌𝑀 = 𝑌−𝑀。Claim 1.7.17.3 より 𝛾2(𝜃𝑀) = 𝛾2(𝜃−𝑀)、𝛾2(−𝜃𝑀) =
𝛾2(−𝜃−𝑀)。ゆえ Definition 1.7.10.1 より 𝜓†

𝑀 = 𝜓†
−𝑀、𝛾(𝜃𝑀) = 𝛾(𝜃−𝑀)。

[𝑋, 𝜓†
−𝑀] = 𝛾(𝜃−𝑀)𝜓†

−𝑀

1.7.12.4. まとめ

a)〜c) より全 𝜇 ∈ ℳ︀ について [𝑋, 𝜓†
𝜇] = 𝛾(𝜃𝜇)𝜓†

𝜇、すなわち

𝑋𝜓†
𝜇 = 𝜓†

𝜇𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝜓†
𝜇

= 𝜓†
𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)

1.7.13. Step 3: 帰納法 𝑋𝑛𝜓†
𝜇 = 𝜓†

𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛

𝑛 = 0: 𝑋0𝜓†
𝜇 = 𝐼𝜓†

𝜇 = 𝜓†
𝜇𝐼 = 𝜓†

𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)0
。𝑛 で成立と仮定すると、

𝑋𝑛+1𝜓†
𝜇 = 𝑋 ⋅ 𝑋𝑛𝜓†

𝜇

= 𝑋 ⋅ 𝜓†
𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛 (∵帰納法の仮定)

= (𝜓†
𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)) ⋅ (𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛 (∵ Step 2 のまとめ)

= 𝜓†
𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛+1

よって全 𝑛 ≥ 0 について 𝑋𝑛𝜓†
𝜇 = 𝜓†

𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛
。

1.7.14. Step 4: exp(𝑋)𝜓†
𝜇 = 𝜓†

𝜇 exp(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)

∑
𝑁

𝑛=0

𝑋𝑛

𝑛!
⋅ 𝜓†

𝜇 = ∑
𝑁

𝑛=0

𝑋𝑛𝜓†
𝜇

𝑛!

= ∑
𝑁

𝑛=0

𝜓†
𝜇(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛

𝑛!
(∵ Step 3)

= 𝜓†
𝜇 ∑

𝑁

𝑛=0

(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛

𝑛!

𝑁 → ∞ の極限で Theorem 0.4.1 より右辺は 𝜓†
𝜇 exp(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼) に収束し（Claim 0.3.4）、

exp(𝑋)𝜓†
𝜇 = 𝜓†

𝜇 exp(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)

1.7.15. Step 5: 結論

(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼) と (−𝑋) は可換（(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)(−𝑋) = −𝑋2 − 𝛾(𝜃𝜇)𝑋 = (−𝑋)(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)）だから Theorem 0.4.3 より、

𝑇(𝑉 ′)(𝜓†
𝜇) = exp(𝑋)𝜓†

𝜇 exp(−𝑋)

= 𝜓†
𝜇 exp(𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼) exp(−𝑋) (∵ Step 4)

= 𝜓†
𝜇 exp((𝑋 + 𝛾(𝜃𝜇)𝐼) + (−𝑋)) (∵ Theorem 0.4.3)

= 𝜓†
𝜇 exp(𝛾(𝜃𝜇)𝐼)

= 𝜓†
𝜇 ⋅ 𝑒𝛾(𝜃𝜇)𝐼 (∵ (𝛾(𝜃𝜇)𝐼)𝑛 = (𝛾(𝜃𝜇))𝑛𝐼)

= 𝑒𝛾(𝜃𝜇)𝜓†
𝜇

—

𝑇(𝑉 ′)(𝜓𝜇) = 𝑒−𝛾(𝜃𝜇)𝜓𝜇 について。

1.7.16. Step 1′: [𝜓†
𝜈𝜓−𝜈 , 𝜓𝜇] = −𝛿𝑀

𝜈+𝜇,0𝜓−𝜈

𝜓†
𝜈𝜓−𝜈𝜓𝜇 = 𝜓†

𝜈(−𝜓𝜇𝜓−𝜈) (∵ [𝜓−𝜈 , 𝜓𝜇]
+

= 0 、Claim 1.7.10.3)

= −𝜓†
𝜈𝜓𝜇𝜓−𝜈

= −(𝛿𝑀
𝜈+𝜇,0𝐼 − 𝜓𝜇𝜓†

𝜈)𝜓−𝜈 (∵ [𝜓†
𝜈 , 𝜓𝜇]

+
= 𝛿𝑀

𝜈+𝜇,0𝐼 、Claim 1.7.10.3)

= −𝛿𝑀
𝜈+𝜇,0𝜓−𝜈 + 𝜓𝜇𝜓†

𝜈𝜓−𝜈

[𝜓†
𝜈𝜓−𝜈 , 𝜓𝜇] = 𝜓†

𝜈𝜓−𝜈𝜓𝜇 − 𝜓𝜇𝜓†
𝜈𝜓−𝜈

= (−𝛿𝑀
𝜈+𝜇,0𝜓−𝜈 + 𝜓𝜇𝜓†

𝜈𝜓−𝜈) − 𝜓𝜇𝜓†
𝜈𝜓−𝜈 (∵上の計算)

= −𝛿𝑀
𝜈+𝜇,0𝜓−𝜈

1.7.17. Step 2′: [𝑋, 𝜓𝜇] = −𝛾(𝜃𝜇)𝜓𝜇

[𝑋, 𝜓𝜇] = + ∑
𝑀

𝜈=1
𝛾(𝜃𝜈)[𝜓†

𝜈𝜓−𝜈 , 𝜓𝜇]

= − ∑
𝑀

𝜈=1
𝛾(𝜃𝜈)𝛿𝑀

𝜈+𝜇,0𝜓−𝜈 (∵ Step 1')

𝛿𝑀
𝜈+𝜇,0 ≠ 0 となる 𝜈 ∈ {1, …, 𝑀} を 𝜇 の場合分けで特定し、𝜓−𝜈 = 𝜓𝜇 を確認する（周期性の計算は Step 2 と対称的）。

a) 𝜇 ∈ {1, …, 𝑀 − 1}: 𝜈 = 𝑀 − 𝜇。𝜓−(𝑀−𝜇) = 𝜓𝜇−𝑀 = 𝜓𝜇（Step 2 b) と同様）、𝛾(𝜃𝑀−𝜇) = 𝛾(𝜃𝜇)。 b) 𝜇 = 𝑀 : 𝜈 = 𝑀。𝜓−𝑀 = 𝜓𝑀（Step 2 c) より）、𝛾(𝜃𝑀) = 𝛾(𝜃𝑀)。 c) 

𝜇 = −𝑘 (𝑘 ∈ {1, …, 𝑀 − 1}): 𝜈 = 𝑘。𝜓−𝑘 = 𝜓𝜇、𝛾(𝜃𝑘) = 𝛾(𝜃−𝑘)（cos 𝜃𝑘 = cos 𝜃−𝑘）。 d) 𝜇 = −𝑀 : 𝜈 = 𝑀。𝜓−𝑀 = 𝜓−𝑀、𝛾(𝜃𝑀) = 𝛾(𝜃−𝑀)。

以上より全 𝜇 ∈ ℳ︀ について [𝑋, 𝜓𝜇] = −𝛾(𝜃𝜇)𝜓𝜇、すなわち 𝑋𝜓𝜇 = 𝜓𝜇(𝑋 − 𝛾(𝜃𝜇)𝐼)。

Steps 3′〜5′ は 𝜓†
𝜇 の証明と 𝛾(𝜃𝜇) → −𝛾(𝜃𝜇)（符号反転）のみ異なり同様に成立し、

𝑇(𝑉 ′)(𝜓𝜇) = exp(𝑋)𝜓𝜇 exp(−𝑋)

= 𝜓𝜇 exp(𝑋 − 𝛾(𝜃𝜇)𝐼) exp(−𝑋)

= 𝜓𝜇 exp((𝑋 − 𝛾(𝜃𝜇)𝐼) + (−𝑋)) (∵ Theorem 0.4.3)

= 𝜓𝜇 ⋅ 𝑒−𝛾(𝜃𝜇)𝐼 (∵ Step 5 と同様)

= 𝑒−𝛾(𝜃𝜇)𝜓𝜇

∎

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.17.1 (𝑇(𝑉 ) = 𝑇(𝑉 ′)) : 

𝑇(𝑉 ) = 𝑇(𝑉 ′)

すなわち、任意の 𝑥 ∈ Mat(2, ℂ)⊗𝑀  に対して 𝑉 𝑥𝑉 −1 = 𝑉 ′𝑥𝑉 ′−1 である。

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.17.2 (𝑉 = 𝑐𝑉 ′ (定数倍を除いて一致)) : 

 ある𝑐 ∈ ℂ×が存在して、

𝑉 = 𝑐 ⋅ 𝑉 ′

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

TODO: 𝑇の単射性（クリフォード群の性質）を用いる

𝐂𝐥𝐚𝐢𝐦 1.7.17.3 (𝛾2(𝜃𝑀) = 𝛾2(𝜃−𝑀)、𝛾2(−𝜃𝑀) = 𝛾2(−𝜃−𝑀)) : 

𝛾2(𝜃𝑀) = 𝛾2(𝜃−𝑀), 𝛾2(−𝜃𝑀) = 𝛾2(−𝜃−𝑀)

𝐏𝐫𝐨𝐨𝐟:

𝜃𝑀 = 2𝜋、𝜃−𝑀 = −2𝜋 より 𝑒
√

−1𝜃𝑀 = 𝑒2𝜋
√

−1 = 1 = 𝑒−2𝜋
√

−1 = 𝑒
√

−1𝜃−𝑀、cos 𝜃𝑀 = cos 𝜃−𝑀 = 1、sin 𝜃𝑀 = sin 𝜃−𝑀 = 0。Definition 1.5.17 より、

𝛾2(𝜃𝑀) =
√

−1𝑒
√

−1𝜃𝑀𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃𝑀 −

√
−1 sin 𝜃𝑀 − 𝑠1𝑐2)

=
√

−1 ⋅ 1 ⋅ 𝑠∗
2(𝑐1 ⋅ 1 −

√
−1 ⋅ 0 − 𝑠1𝑐2)

=
√

−1𝑒
√

−1𝜃−𝑀𝑠∗
2(𝑐1 cos 𝜃−𝑀 −

√
−1 sin 𝜃−𝑀 − 𝑠1𝑐2)

= 𝛾2(𝜃−𝑀)

𝛾2(−𝜃𝑀) =
√

−1𝑒−
√

−1𝜃𝑀𝑠∗
2(𝑐1 cos(−𝜃𝑀) −

√
−1 sin(−𝜃𝑀) − 𝑠1𝑐2)

=
√

−1 ⋅ 1 ⋅ 𝑠∗
2(𝑐1 ⋅ 1 −

√
−1 ⋅ 0 − 𝑠1𝑐2)

= 𝛾2(−𝜃−𝑀)

(次回 0531)

• 𝛾𝜃𝜇
を求める

‣ (B.13)の関係式から expの指数としてでてくるのでは？

‣ 出てこんかった

‣ (次回 20250614)

– 固有ベクトルが間違えている？ので再度チェック

– 𝑣 = 𝑐(±
√

−1√𝛾2(𝜃𝜇)𝛾2(−𝜃𝜇)
√

−1𝛾2(−𝜃𝜇)
) こうなってくれると都合が良い

以下の数値計算による

i = I

M = 8

mu = 1

nu = -1

c1 = 1.0

c2 = 2.0

s1 = 0.5

s2_star = 1.0

theta_mu = 2 * pi * mu / M

theta_nu = 2 * pi * nu / M

a = i * exp(i * theta_mu) * s2_star * (c1 * cos(theta_mu) - i * sin(theta_mu) - s1 * c2)

b = i * exp(i * theta_nu) * s2_star * (c1 * cos(theta_nu) - i * sin(theta_nu) - s1 * c2)

ab = a * b

ab_real = ab.real()

ab_imag = ab.imag()

is_real = abs(ab_imag.n()) < 1e-10 # 許容誤差

is_nonneg = ab_real.n() >= 0

# 偏角の取得

arg_a = arg(a)

arg_b = arg(b)

arg_ab = arg(a) + arg(b)

print(f"a = {a.n()}")

print(f"b = {b.n()}")

print(f"ab = {ab.n()}")

print(f"ab の実部: {ab_real.n()}, 虚部: {ab_imag.n()}")

print(f"ab は実数か? {is_real}")

print(f"ab は非負か? {is_nonneg}")

print(f"arg(a) = {arg_a.n()}")

print(f"arg(b) = {arg_b.n()}")

print(f"arg_ab = {arg_ab.n()}")

print(f"2pi = {(2 + pi).n()}")

• こうすると𝑔′ = 𝑉 ′が本の表式通り定義できる

‣ この時に Ψの係数Mが消えたりして嬉しいのでは？

• 𝑇𝑉と𝑇𝑉 ′が同じことを示す (B.13/14から示せるらしい)

(次回 0510)

• 対角化まで終わった

• いまのところ、𝑔′ = exp(− ∑𝜇 𝛾𝜇(𝜓†
𝜇𝜓𝜇 − 1

2)) これが見つかる理由が全然わからん

(次回 0403) P.「したがって 転送行列 の 対角化は,各 μ ごとに 4行 4列 の 行列 ス (θ″ )① ス (― =0,π (し )自 身 θ μ のと きはス )を 対角化する問題 に 帰着 された 。」これを正当化しなくても計算は進むか？

• A(theta)の固有ベクトルが (B.11/12)で天下りてきに与えられているので固有値は簡単に求まる

• その組み合わせ(多分)で Vの固有値が命題 2.4で与えられているので、これが本当に固有値かはチェック可能？

‣ むずいかもなので、命題 2.4で与えられている固有値に属する固有ベクトルをなんらか求めたい

‣ 本にはヒントなさそうなので自分でひねりだす

‣ これが捻り出せたら、結局 Pを正当化する必要はない

• 計算めんどそうなところ

‣ ガンマの定義から、e^(gamma)を計算するところが?になりそう？

‣ Vの固有ベクトルを捻り出すところ

– A(theta)の固有ベクトルの組み合わせを色々試す？

– なんか一般論がないか文献当たってみる

(次回 0313-3)

• ホロノミック　 付録 B の計算を続ける

‣ 付録 A(Clifford群の一般論)を眺めないといけないかも

‣ 大変そうだったら色々認めて進める

‣ 𝑇𝑉と𝑉がほぼ 1:1対応している？

– 具体的な変換規則を知りたい

‣ 変換規則がわかれば、𝑇𝑉の対角化によって𝑉の対角化ができる(?)

‣

• ↑の Claim 1.5.12 の proofを続ける

• Lie Groups, Lie Algebras, and Representationsの Proposition 3.35.の証明の概略はたどりたい

‣ 続き

‣ 公式の意味は定まったので、計算は進みそう

– Lie群であることはどこで使われるか？(収束性の話)

• 文献管理 Bibliography https://typst.app/docs/reference/model/bibliography/ やってみる

2.全体のノリ
• 分配関数を行列環の元の traceに対応させる ← この元の固有値を求めたい

• その元が、行列環の「群をなす部分集合(かつ次元の低い部分空間の中にある)」の元だとわかると、リー群 リー環の対応によって計算が進む

• なので、行列環とクリフォード代数の同型が見つけたい

‣ かつ、分配関数がクリフォード群の元の traceに対応するとわかりたい

3.メモ
二つの代数系の変換が関わっている

• logをとる (ℝの同型)

‣ 組み合わせ数(乗法的) -> エントロピー(加法的)

‣ 分配関数のボルツマン因子(ハミルトニアンの exp)はこれによって出てくる

– expなので逆変換

– ハミルトニアン(=エネルギー)はエントロピー的な概念ということ

‣ 分配関数は確率の規格化定数であり、仮説として「ある状態が出てくる確率は対応するボルツマン因子の値に比例する」がある

– ボルツマン因子は組み合わせ数的な概念になっているので、組み合わせ数に確率が比例するは至極自然

– 分配関数自体は、系の統計量である自由エネルギーなどに変換可能なので物理的に美味い

• 離散フーリエ変換 (?)

‣ 畳み込み和 -> 積

‣ ボルツマン因子の指数部分がもう畳み込み和みたいな形になっている

– 二重和なので、そこを剥がす必要があるということかも

‣ 巡回行列は離散フーリエ変換をすると対角化可能　 らしい

– https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%B7%A1%E5%9B%9E%E8%A1%8C%E5%88%97

‣ 転送行列 𝑉  の固有値問題に帰着させるのが Onasgerの戦略

– 𝑉 = 𝑉1𝑉2 の分解 → 各因子をスピン演算子で表現 → Lie環の構造を利用して対角化

https://typst.app/docs/reference/model/bibliography/
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%B7%A1%E5%9B%9E%E8%A1%8C%E5%88%97
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